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1. 

Memoire sur la courbure des surfaces. 

(Par M«"' Sophie Gernutm & Paris.) 



Observations preliminaires. 

Xjes surfaces ont ete Tobjet d^un graiid nombre de travaux, et cependant, 
si Ton cherche a pressentir qnel obstacle pourroit, a la premiere vue de- 
courager le lecteur, on est moins frappe de Tespece de satiete qui s^at- 
tache ao sujet que de la trop grande nouveaute de Taspect sous lequel on 
a cru devoir Tenvisager. 

On se propose, en effet, dans ce memoire, de signaler et de de- 
finir nn genre de quantites dont Texistence ne paroit pas avoir ete soup- 
9onnee; et, en traitant une matiere qui semble epuisee, on sera force 
de recourir a des distinctions inusitees, a des notions singulieres en appa- 
rence. Sans doute, il est ä craindre que de telles recherches qui n'auront 
ni Tappui d'un nom celebre, ni, malgre tous mes soins, le secours d^une 
exposition lumineuse soient faiblement accuellies; le moindre degre d'at- 
tention suffiroit cependant pour reconnoitre que ces distinctions sont fon- 
dees, et que ces notions resultent du point de vue sous lequel la cour- 
bure des surfaces se presente dans de certaines qnestions. Ainsi lorsque 
la courbure entre en comparaison avec des quantites dynamiques, on ne 
peut se dissimuler qu'elle est tacitement traitee comme une quantite du 
meme genre. Les surfaces ne sont donc plus considerees par rapport a 
elles seules, et il ne s'agit pas de leurs proprietes particulieres, ni de Cel- 
les qui sont communes a une classe d'entr'elles. Ce dont il s^agit alors 
c'est de definir la quantite dynamique nee de la courbure. Or cette quan- 
tite ne depend pas de la figure des surfaces, mais d'nne condition qui est 
rempHe par un nombre infini de surfaces differentes. De la naissent des 
distinctions necessaires, mais dont Tusage n'a pas encore ete consacre; des 
notions simples, mais qui n^ont jamais ete textuellement exprimees. Si, 
des le debut de ce memoire, on etoit dans Tobligation de s^expliquer et 
sur ces notions et sur les distinctions qu'elles rendent indispensables, la 
täche seroit extremement difßcile. Par Tordre meme des idees on se trouve 
place dans une position beaucoup plus favorable. 

GreUe*8 Joaroal d. M. VII. Bd. 1. Hft. 1 
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II coriTient d'examiner d'abord quelles sont les courbares lineaires daes 
aux intersections des plans menes par un des points de la sarface; et les 
recherches d'Euler offrent, ä cet egard, les secours qu^on peut desirer. Le 
premier paragraphe du present memoire pourra ötre regarde comme le deve- 
loppement de celui de cet illustre geometre sur la courbure des surfaces; et 
la simple combinaison des formules conduira a determiner la loi ä laquelle 
est assujettie la repartition de la courbure lineaire. Cette loi sera ensuite 
presentee comme un cas particulier d^une loi generale, dont an exemple em- 
prunte a la distribution de la chaleur offrira une seconde application. 

Apres avoir developpe les consequences immediates de principes 
adoptes depuis longtems , on exposera quelques considerations nouvelles 
sur la courbure des surfaces. L'examen de la maniere dont la courbure 
est repartie, revelera bientöt Texistence d'une quantite moyenne depen- 
dante de la courbure, mais commune a un nombre infini de surfaces de 
figures differentes. 

Le lecteur verra que dans les questions dynamiques, ou la courbure 
entre en consideration , tandis que la somme des forces neos de cette cour- 
bure, est independante de la figure de la surface, la repartition des mdmes 
forces autour du point donne depend, au contraire, de cette figure; en Sorte 
que la loi de repartition de la courbure lineaire autour d^un point choisi sur la 
sarface, offre la plus entiere parite avec ce que Ton sait relativement ä la 
composition des forces qui agiroient autour de ce point. 

Une construction dont Tidee se presente assez naturellement servira 
ä rendre sensible et la distribution de la courbure et requivalence des figures 
differentes auxquelles appartient une mdme courbure moyenne. 

Ces Varietes sont toutes comprises dans le cas oü les rayons de cour- 
bures principales sont diriges du m£me cöte. Afin de ne rien laisser ä desirer 
sur ce qui concerne la courbure moyenne, on montrera quels sont les change- 
mens graduels qu'eprouve cette courbure dans le cas contraire. 

La derniere partie de ce travail, bien qu'intimement liee a la premiere^ 
en est pourtant distincte. SMl arrivoit donc, contre toute attente, qu^elle de- 
vint Tobjet de quelqu'objection, Tautre partie, oü, ayant eu sein d'ecarter les 
idees qui me seroient particuliere , je me suis constamment laisse guider par 
les travaux d 'Euler, devroit au moins en dtre a Tabri. 
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Memoire 

§. 1. 
Des recherches d'Euler et des cons^quences qu'on 

en peut tirer. 

1. Si, par rapport aux surfaces, od avoit besoin de connottre la 
mesure de la courbare, on trouveroit peu de secours dans les ecrits des 
geometres qui se sont occupes des diverses questions dont se compose la 
geometrie descriptive, et Ton seroit force de remoiiter a des travaux plus 
anciens. 

Le memoire d'Euler^ intitule : ^^^^^herches sur la cour- 
bure des surfaces (M. de Berlin, 1760, p. 119.) contient, en effet, 
tout ce que Ton sait d'important a cet egard; et, en lisant ce beau me- 
moire, on apper9oit bientöt que Tillustre auteur y a depose le germe des 
recherches, qui peuvent faire disparottre les difficultes qu'il a pris sein de 
signaler. 

Dans la vue de fixer le point de depart, on reproduira ici les pre- 
miers passages de ce memoire. 

En voici le debut: „Pour connottre la courbure des lignes courbes^ 
la determination du rayon osculateur en fournit la plus juste mesure, en 
nous presentant pour chaque point de la courbure un cercle, dont la cour- 
bure est precisement la mdme. Mais quand on demande la courbure d^une 
surface, la question est fort equivoque et point du tout susceptible d^une re- 
ponse absolue, comme dans le cas precedent. U n^y a que les surfaces sphe- 
riques dont on puisse mesurer la courbure, attendu que la courbure d'une 
sphere est la mdme que celle de ses grands cercles et que son rayon en 
peut dtre regarde comme la juste mesure. Mais, pour les autres surfaces, on 
n'en sauroit mdme comparer la courbure avec celle d^une sphere, 
comme on peut toujours comparer la courbure d'une ligne courbe avec celle 
d^un cercle; la raison en est evidente, puisque, dans chaque point d^une sur- 
face, il peut y avoir une infinite de courbures differentes ^^ 

Plus bas (p. 120.) on lit: „Mais, pour le sujet present, il sufGt de 
ne considerer de toutes ces infinies sections que Celles qui sont perpen- 
diculaires ä la surface, dont le nombre est pourtant encore infini . . . . 
• . . .: et Tassemblage de tous ces rayons (ceux des courbes produites 

1» 
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par les sections normales) nous donnera la juste mesure de la coar- 
bure de la surface au point donne>^ 

Lorsque je proposai de representer la courbare d'une surface par 
la somme des raisons inverses des deux rayons de ses courbures princi- 
pales, Tobjection indiquee d'avance dans le premier des passages qu^on 
vient de lire fut reproduite; et les opposans parurent croire que, parmi 
le Dombre infini des courbes contenues dans les differens plans menes par 
un des points de la surface, le cboix des courbures principales etoit 
arbitraire. 

Dans le memoire envoye ä TAcademie, pour le concours de 1816, 
je pris la somme des raisons inverses des rayons des courbures qui resultent 
de toutes les intersections que produisent les differentes positions du plan 
mene par le point donne. 

On sait que la formule qui exprime la courbure due aux sectious 
obliques , renferme le cosinus de Tinclinaison. Cette formule appartient^ 
je crois, a Meunier mort lorsquMl etoit encore eleve de Tecole poly-« 
technique. Quoiqu'il en seit, en prenant par rapport ä chacune des po- 
sitions du plan normal, la somme de toutes les sections inclinees, cbaque 
valeur du cosinus est ecrite avec des signes opposes; cette somme dispa- 
roit donc, et, par consequent, il ne reste plus, dans la somme generale, que 
les seules valeurs dues aux sections normales. J'ai fait voir que cette 
derniere somme est uniquement composee des raisons inverses des rayons 
de principales courbures pris un nombre infini de fois, en sorte que la 
somme totale n'est autre chose que le resultat d'op^rations equivalentes , dont 
une seule suffiroit pour exprimer la courbure de la surface. 

Un pareil raisonnement etoit conforme a Tindication donnee par 
Euler; car on vient de voir que cet habile geometre pensoit, saus quMl 
ait pourtant temoigne Tavoir verifie , qu'on pouvoit mettre a Tecart les 
sections obliques et que la somme des sections normales conduiroit a con- 
noltre „la juste mesure de la courbure de la surface au point donne.^^ 
II etoit d'ailleurs evident, que Tidee de Tinfini, etrangere a une semblable 
mesure, y avoit ete introduite par la multiplicite des Operations, multipli- 
cite a laquelle avoit donne lieu la forme du raisonnement, et non la nature 
de la question. 

Quoiqu'il en seit du merite de cette demonstration , eile fut for- 
mellement desapprouvee ; et, la legitimite de Thypothese ne cessant pas 
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düstre contestee, il parat necessaire d^examiner de-nouveaa quelle est, par 
rapport aux surfaces, Texpression de la courbure. 

2. On vient de dire qu'il est permis de mettre ä Tecart les cour- 
bures dues aux sections obliques; dans la suite, de nouvelles considera- 
tions serviront ä etablir que ces courbures sont, en effet, etrangeres a la 
question des surfaces. Sans quMl seit besoin d^en avertir de nouveau, 
nous nous bornerons donc des-a-present a nous occuper des seules sections 
normales. 

Si, conformement a la remarque d 'Euler, les deux courbures prin- 
cipales suffisent pour determiner la courbure de Telement d'une surface, 
on ne peut cependant se faire une idee complete de cette courbure, sans 
recourir a Texamen des courbures lineaires qui ont une origine commune 
avec les courbures principales. 

Soient f el g les rayons de plus grande et de moindre courbures, 
r et r' les rayons qui appartiennent aux plans faisant, Tun Tangle % Tau- 

tre Tangle ip+-^^ avec celui de plus grande courbure, les formules 

d'Euler donnent: 

2f9 



r = 



r = 



2f9 



f+9'-(f'-9)(^OB2(^q>+Il) 

d'ou on tire: 

1 f+9-(f'-9)<^^^2v 



2f9 
r' 2f9 2fg 

et par consequent 

r^ f" f^ g' 

Par construction , les plans qui contiennent les courbures exprimees 

par — ^^ TT ^^^^ perpendiculaires entr'eux et ne sont assujettis ä aucune 

autre condition. 

Quelle que seit d'ailleurs la position .de deux plans normaux per- 
pendiculaires entr'eux, la somme des courbures contenues dans ces plans est 
donc une quantite constante. 
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Dans le memoire dont neos avons deja parle, on avoit fait usage de 
cette remarque; et od a lien de croire qu'elle n^avoit pas encore ete faite. 

3. Parmi les positions des deux plans normanx perpendiculaires 
entr'eux, celle qui est determinee par la valeur 45'^ de Tangle ip est tres 
remarquable. 

On a alors: 

r ^ 2fg ■" * V "^ <; >'' 

J_ __ ^+g+(f-g)co890^ _ ir± . J.^ 
r' 2fg - *^r'^ gJ' 

Ainsi, les courbures contenues dans Tun et Fautre de ces plans sont egales 
entr'elles. EUes doivent donc dtre egales, comme elles le sont en effet, 
a la demi-somme des courbures principales. 

En ayant egard ä leur position seule, position qui partage en deux 
parties egales la distance angulaire entre les plans principaux, on est suf- 
fisamment autorise a nommer plans moyens ceux qui contiennent les 
courbures egales ä la demi-somme des courbures principales. 

4. R et R' etant les rayons contenus dans les deux plans qui, de 
part et d'autre du plan de plus grande courbure, fönt avec lui Tangle w, 
on trouve: 

J_ _ A4g~(f— p)co82i(? 

fi - 2fg 

J_ _ f+9-(f-9)GO»2(2n^fv) _ f+g-(f-^g)Gos2w 

Ä' - 2~fg - 2fg 

Les courbures contenues dans Tun et Tautre de ces plans sont donc ega- 
les cntr'elles. Cette egalite est independante de la valeur de Tangle u); 
mais, parmi les systemes de deux plans ainsi cboisis, la valeur tf7 = 45^ 
est la seule qui satisfasse en mdme tems a cette autre condition, que la 
somnie des deux courbures seit egale a celle des courbures principales. 

5. Ri et Rn etant les rayons contenus dans les deux plans qui, 
de part et d'autre de Tun des plans moyens, fönt avec lui Tangle w'^ on a: 

_1_ _ f+g-(f-'9)coB2(4b'+fvO _ f+g+(f-g)sin2u/ , 

Rf ■" 2fg ^ 2fg 

1_ _ f+g-(f~<y)co82(45^-toO _ f+g^(f^g)sm2fü' 

Rn " 2fg 2fg ' 

et par consequent: 

R, ^R„ f^ 9 
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La somme des coarbures qui appartiennent ä l'an et ä Taatre plan^ 
est donc egale a celle des courbures principales. 

Cette egalite est independante de la valeur de Tangle w\' mais, 
parmi les systemes des deux plans ainsi cboisis, la valenr fr' = 45^est la 
seole qui satisfasse ä cette autre condition, qae les denx courbares qui 
composent la somme dont il s'agit, soient egales entr^elles. 

§. 2. 
Distribution de la courbure unfaire autour de chacun 

des points de la surface, 

1. Quelle que seit la diversite des surfaces, les courbures lioeaires 
produites par rintersection du plan normal qui prendroit successivement 
toutes les positions possibles autour d^un poinl donne, offrira toujours le 
mdme arrangement symetrique. 

Cet arrangement constitue ce que nous nommerons dorenavant: 
loi de distribution de la courbure autour de chacun des points de 
la surface. 

On a pu remarquer que la courbure contenue dans les plans moyens 
joue, par rapport ä toutes les autres, le röle d'une moyenne. 

La denoraination de courbure moyenne convient donc ici ä aussi 
juste titre que celle de courbures principales, imposöe depuis long- 
tems ä la plus grande et a la moindre des courbures lineaires reparties 
autour d^un des points de la surface. II est, en effet, egalement necessaire, 
de distinguer, parmi tant de courbures diverses, Celles qui, entre toutes les 
autres, jouissent de proprietes qui leur sont particulieres. 

La loi qui nous occupe se compose des propositions suivantes, dont 
les eqnations demontrees d'avance dans le paragraphe precedent, doivent 
(Are regardees comme Texpression analytique. 

Premidre proposition. Quelle que soit d'ailleurs la posi- 
tion de deux plans normaux, perpendiculaires entr'eux, menes 
par un point donne de la surface, la somme des courbures 
contenues dans ces deux plans sera toujours la möme; par 
consequent, cette somme sera egale ä celle des courbures 
principales. 

Ainsi, Tintervalle angulaire entre les grandeurs extremes de la cour-* 
bure donne celui qui separe les deux courbures, d^ailleurs differentes, dont 
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la somme est constante: cette proposition est appuyee sur requation 

- + -ir = 4" + - (§• 1- No. 2.). 

r r f 9 

2. La loi de distribntion de la courbure sera exprimee d'une ma- 
niere plus elegante, si, au lieu de considerer la moitie du contour du point 
donne, on embrasse ce contour entier. 

Selon cette maniere d^en visager les choses, la Prolongation d'un 
mdme plan en de9u et au dela du point par lequel il a ete mene, sera 
regardee comme donnant lieu a deux positions distinctes du plan normal. 

L'equation — = ^ (t"*" /' ^* ^' ^^' ^'^ ^"^^* P^"^ etablir que la 
courbure contenue dans chacun des plans moyens est, en effet, moyenne entre 
les courbures principales de Ja surface. 

Une proposition plus generale peut ötre enoncee comme il suit: 

Seconde proposition. En prenant la courbure moyenne 
pour origine, si on mene les deux plans moyens prolonges en 
de^a et au dela du point donne, ces plans partageront le con- 
tour du mdme point en quatre regions dont Tetat sera pareil, 
mais de signe oppose. Chaque courbure lineaire comprise 
dans une de ces parties aura une courbure qui excedera la cour- 
bure moyenne d'une quantite proportionnelle au sinus de Tangle 
double forme entre le plan auquel cette courbure appartient 
et le plan moyen. 

Chaque courbure comprise dans la partie contigue aura 
une courbure moindre que la courbure moyenne; et la diffe- 
rence sera la mdme que Texces dans la premiere partie. 

Les equations 

R' 2fg 

Rn 2fg ^ 

demontrees (§. 1. No. 5.) contiennent cette proposition toute entiere. Car 
tandisque le terme | Qj- -\ — j represente la courbure moyenne , le terme 

I ^ J-) sin w'y pris avec des signes differens suivant la region a la 

quelle la courbure appartient, exprime seit Texces soit la difference de cette 
courbure comparee ä la courbure moyenne. 
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On peut conclure de la quMI snffit, ponr etre en etat de determi- 
ner toutes les courbures lineaires reparties autour du point choisi, de con- 
noltre la courbure moyenne en mdme tems que la valeur et la position 
d'une quelconque de ces courbures. 

Troisidme proposition, II existe, en general, autour du 
point donne, quatre directions suivant lesquelles les courbes 
contenues dans les plans normaux sont semblables. A Tegard 
des plans principaux, le nombre des courbures semblables se 
reduit a deux. 

Les equations demontrees §. 1. No. 4. sont relatives a la plus grande 
courbure, mais elles auroient egalement lieu par rapport ä la moindre. 

Ces equations servent a etablir la legitimite de notre derniere pro- 
position. Car elles montrent que, de part et d'autre, et a egale distance 
d'une des courbures principales, se trouvent deux courbures egales entr^el- 
les. Elles montrent, en m£me tems, que, quand on a fr = 0, les deux 
positions se confondent en une seule, qui n^est autre que celle d'une des 
courbures principales. 

Une consequence immediate de notre troisieme prot)Osition nous 
ramene a ce qu'on sait deja touchant les spheres qui ont leur centre sur 
la normale a la surface. 

U est evident, en effet, que, chacune des courbures principales se 
trouvant diBux fois seulement dans le contour entier du point donne, et etant 
par consequent contenues dans la Prolongation d'un seul et mdme plan, les 
spheres decrites de ces rayons toucheront, mais ne couperont la surface; 
tandis que, par une consequence inverse, les spheres decrites des rayons 
compris entre ces deux limites couperont, au contraire, la mdme surface. 

Parmi les spheres qui coupent la surface, il convient de distinguer 
la sphere a laquelle appartient le rayon contenu dans les plans moyens. 
Les quatre quadrans de cette sphere sont alternativement situes au dedans 
et au dehors de la surface; nous la nommerons sphere de moyenne 
courbure; et eile donnera lieu a des remarques qui seront exposees dans 
le paragraphe suivant. 

3. Les propositions qui viennent d'dtre expliquees sont tellement 
liees que deux d'entr^elles ne sauroient subsister sans que la troisieme 
s'en suive. 

Grelle'8 Joarnal d. M. VIL Bd. 1. Hft. 2 
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Ainsi, pour quo la somme des coorbures coütenues dans denx plans 
perpendicnlaires entr'eox soit toajours la mdme, quelle que seit d'aillears 
la Position de ces plans (prem. prop.) et quMndependamment de la Taleur 
de Tangle choisi, cette somme soit encore la mdme, si les conrbores qui 
la composent sont contenues dans les deux plans qoi^ de part et d'antre d'nn 
des plans de conrbure moyenne, fönt avec lui des angles egaox (sec. prop.)) 
il faut qu^on pnisse trouver, en generale qaatre positions du plan normal qui 
contienne une mdme courbure, et que le nombre de ces positions se reduise 
ä deux s'il s'agit des courbnres principales. 

Et, en effet, le complement d'une courbure quelconque ä la somme 
constante, etant, en vertu des deux premieres propositions, fourni par deux 
positions differentes du plan normal prises Tune et Tautre dans le demi- 
contour du point choisi, il doit se trouver quatre positions douees de la 
mdme propriete dans le contour entier: a moins, toutefois, que les deux 
positions se confondent en une seule ; ce qui ne peut arriver que par rapport 
aux courbnres principales. 

On verra de mdme que la premiere et la troisieme propositions 
conduisent a la seconde, la seconde et la troisieme ä la premiere. 

En examinant, tant en elles mdmes que dans leurs rapports mu- 
tuels les diverses propositions dont se compose la loi de la distribution 
de la courbure, on reconnoit bientöt qu^il s^agit ici d^une loi d'ordre et 
d'arrangement , dont le caractere, etranger ä Tidee de la courbure, de- 
pend uniquement de Texistence de quantitSs extremes et de la conside- 
ration de Tespace circulaire dans lequel doivent se ranger les quantites in- 
termediaires. 

L^existence des quantites extremes entraine , en effet, celle d^une 
quantite moyenne. Si on connoit la position des quantites extremes, on 
connoitra aussi la position de la quantite moyenne; car il est evident que 
celle-ci occupe le milieu de la distance augulaire entre les premieres. 

Les quantites extremes partagent la circonference en un nombre de 
parties qui depend de cette distance; les quantites moyennes, en mdme 
nombre que ces parties, partagent donc aussi la circonference en autant 
de parties. n representant , comme a Tordinaire, la demi-circonference, 

si Tintervalle angulaire entre les quantites extremes est exprime par — , 
2n sera le nombre de ces parties. 
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Par la nature des quantites moyennes, de part et d'autre de cha- 
cuDe d*elles, on doit trouver deux quantites dont la somme seit egale a 
celle des quantites extremes. 

Cette remarqoe nous ramene a la seconde proposition , et rien ne 
s ereil plus facile qne de deduire egalement des rapports generanx qni 
viennent d'dtre indiques des deux antres propositions. Sans nous arrdter 
au developpement des raisonnemens qui pourroient servir a etablir cha- 
cune des propositions generales, nous nous contenterons de les exprimer 
comme il suit: 

Premiere proposition. Quelle que seit d'ailleurs leur 

Position, la somme des valeurs distantes de Tangle — sera 

toujours la mdme; par consequent, cette somme sera egale 
a Gelle des valeurs extremes. 

Seconde proposition. Si on mene les diaroetres qui 
joignent deux ä deux les points qui sont en possession des 
valeurs moyennes, la circonference sera partagee en 2n re- 
gions, dont Tetat compare ä Tetat moyen sera pareil, mais 
de signe oppose. Chaque valeur comprise dans une de ces 
parties excedera la valeur moyenne. Chaque valeur comprise 
dans la partie contigue sera moindre que la valeur moyenne; 
et la difference sera la m£me que Texces dans la premiere 
partie. 

Troisidme proposition. II existe, en general, autour du 
centre 2n positions ou les valeurs sont semblables entr^el- 
les. A r^gard des valeurs extremes le nombre de ces po- 
sitions se reduit ä n. 

La loi de distribution de la courbure offre le cas ou n = 2. En 
prenant n = 1 , on a celle qui convient a la distribution de la chaleur 
dans Tarmille teile qu'elle a ete donnee par Mr. Fourier (Theorie de la 
chaleur p. 277. — 282.). n etant ici Tunite, la distance entre les quanti- 
tes extremes est la demi - circonference. En rapprochant les passages que 
separent des developpemens inutiles ä la comparaison que nous avons en 
vue, on lit: 

,,Si dans cet etat (celui qui s'etablit au beut d'un certain tems), 
on choisit deux points de Tanneau, situes aux deux extremites d'un mdme 

2» 
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ÜBmitre ^ la ieml-^tamme 4es teaperatores des points oppo- 

i^ ien mwe quMathe qm seroit emcore la ntee, si oo stchI 

dMMfi deox potttf fiUief nx eztreattes iTni »tre diametre.^ 

Tel efl ea effet ee qae öoil deveoir la proposition premiere, lors- 
que VintenfMÜe eit de b oioitie, aa liea da qaart de b drconfereace. 

^i on eherebe d^abord le poiat de raniieao poor leqoel ob a b 
eoaditioa ^eelie qoi est renpUe par le poiot qui separe ea deux parties 
efalef Vmre de iW* eoaiprU eatre les poiots aoxqoels appartiennent les 
teaiperatoref extremes^., od voit qoe b teaiperatore de ce point est a chaqoe 
ioflant b temperatore moyeoDe de ranneao: et il eo est de mime da poiot 

dbmetraleoieot oppose 

Ces deux points divisent b cir- 

conf^ence de raooeaa en deox parties doot l^etat est pareil, mais de signe 
oppose: ebaqoe point de Tane de ces parties a ane temperatore qoi excede 

b temperatore moyeooe 

Cbaqoe point de l^aotre partie a one temperatore 

moindre que b temperatore moyenne, et b difference est b roöme qoe fex- 
Ci^s dans le point opposö. 

Cette proposition est, eomme on le voit, entierement semblable a 
notre seconde proposition. 

A retard de la troisieme, eile peot ötre exprimee comme il soit: 

Le diametre qoi Joint les points dooes des temperatores extremes 
divise la circonförence en deox parties dont Tetat est pareil et de möme 
signe; en sorte que toote temperatore comprise entre les temperatores ex- 
tremes appartient a la fois a deox points differens de Tarmille; tandis qoe 
celles-ci appartiennent i on seol point. 

Cette proposition ne peot, a la verite, ötre comme les precedentes, 
extraite textoellement do livre cite; mais eile resolte des formales qoi y 
sont donn^s. 

5. Non seubment la loi d'ordre et de Symmetrie dont noos avons 
montr^ la gen^ralitö ^tablit des rapports necessaires entre les arrangemens 
qoi conviennent aux faits, d'ailleors bs plos differens, qoand ils remplis- 
sent la dooble condilion de noos offrir des valeors extremes et de se de- 
velopper dans on espace circobire; mais on peot encore remarqoer qa'il 
exisle one correspondance frappante entre le cas rebtif ä la distribotion de 
la coorbore et ce qu^on sait touchant la composition des forces. 
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Ainsi, quelle que soit leur nature, les forces qai agiront sar an plan 
donne ponrront £tre decomposees saivant la direction de denx plans per- 
pendiculaires entr'eux dont la direction est assujettie ä la seule condition 
de passer par le point donne. Permi les systemes des deux plans perpen- 
diculaires entr'eax, se trouvera necessairement le Systeme, oü les denx 
portions de forces qni agissent selon chacun des deux plans sont plus dif- 
ferentes que dans tout autre Systeme; et, si on connoit la position d*un 
tel Systeme, on sera conduit a trouver celle du Systeme ou les forces qui 
agissent selon chacun des deux plans sont egales entr'elles. 

Si nous supposions presentement qu'il y ait des cas oü la courbure 
d^une surface puisse donner naissance ä de certaines forces, ces forces de- 
yant dtre susceptibles des decompositions qui viennent d'dtre mentionnees, 
nous nous trouverions conduits a admettre, a la verite par pure induction, 
que, quelle que soit d'ailleurs la diversite des positions, la somme des cour- 
bures contenues dans deux plans normaux perpendiculaires entr^eux est 
toujours la möme, et que, parmi ces positions, il doit s'en trouver une oü 
les courbures qui appartiennent a chacun des deux plans seront egales 
entr'elles. 

De quelque cöte qu'on envisage les choses, on est donc ramene vers 
cette möme'loi qui, deduite d'abord des formules d' Euler, se presente 
egalement comme une necessite d'ordre et d'arrangement et comme une re- 
presentation, tracee d'avance, des quantites dynamiques qui pourroient naltre, 
dans certains cas, de la courbure des surfaces. 

La consideration de la courbure moyenne repandra, comme on le 
verra bientöt, un jour nouveau sur les questions de ce genre; aussi, apres 
nous ötre borne dans ce qui precede ä developper les consequences de 
verites generalement admises , ne craindrons - nous plus de recourir aux 
distinctions et aux notions nouvelles dont nous avons deja fait pressentir 
la necessite. 

§. 3. 
De la courbure moyenne des surfaces. 

1. Avant d'entrer en matiere, nous commencerons par presenter 
quelques considerations generales sur la courbure des surfaces. 

Ayant trace sur le plan un cercle et les rayons qui aboutissent aux 
differens points de la circonference et ayant mene par chacun de ces ra- 



14 1. f*"* S. Germain, sur la ccurbure des narfaces. 

yons antant de plans perpendicolaires au plan da oercle, supposons qo'on 
fasse contracter ä ce plan one conrbure cylindriqne. 

Le centre du cercle n'aura pas ete deplace, et, apres la conriinre, 
les plans menes par les rayons, seront encore perpendicolaires a la sur- 
face, dans ce point. 

Les diverses conrbnres contractees par les rayons seront donc les 
conrbnres lineaires contennes dans les differens plans normanx: et, par con- 
söqnent, Tinflexioo dn plan n'aora fait contracter, a ancnn des mdmes rayons, 
des conrbores contlnues dans les plans obliqnes. Ainsi, non seolement, et 
par les raisons apporlees (§. 1. No. l.}? ces conrbores peovent dtre mises ä 
Tecart, mais encore elles doivent etre regardees comme entterement etrangeres 
a la qoestion des sorfaces. 

U en seroit encore de mdme, si Telement plan aToit ete coorbe a 
la fois dans deox sens differens; poorvo toote fois qo^on admet qoe cet 
element füt infinimmit petit. Et cette sopposition convient parfaitement 
ici, poisqo^il s^agit seolement de determiner la coorbore dans chacon des 
points de la sorface consideres isolement. 

Soos cette condition, la difference entre la drconference do petit 
cercle trace sor le plan et le contoor de la coorbe a laqoelle cette dr- 
conference a ete ployee par Teffet de la dooble coorbore seroit en effet 
negUgeable. On s'en assorera en inaginant qoe le petit cercle deoit do 
rayon » seit deveno celoi qoi termine one petite calotte ^heriqoe. m sera 
Tarc dont la coorbore fort peüte, est comprise entre le centre, actoeUement 
le point le plos eleve de la calotte, et le plan do cercle qoi temine la 
■taie calotte. 

Le rayon de ce demier cercle sera sin»; et par ce qoe Tangle u 
est infinimettt petit, on aora sin» = ». 

La difEcolte de coorber a la fois dans deox sens differens la sop«^ 
feie do cerde trace sor le plan, sans qo'il en resolte aocone doplicatore, 
aora donc disparo; et les considerations qoi, dans le cas d^one coorbore 
cylindriqoe, ont serri a ecarter les sections obliqoes seront applicables ao 
cas general oo Ton ne soppose plos qoe Tone des coorbores prindpales 
de la sorface s<Mt noUe. 

Si neos avions oniqoenent tn^ Toe d^examiner les relations diver- 
ses qoi Interessent la coorbore des sorfaces, envisagee tn. elle-ndnie et 
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Sans aucon egard ä rinflaence qu^exerce cette courbare dans certaines 
questions dynamiques, notre täche seroit dejä remplie. 

Le bat principal qae noas noas sommes propose etant, aa contraire, 
de determiner cette influence, ce qai precede devra ötre regarde comme 
une Sorte d'introdaction, dans laqaelle, ä I'abri de Taatorite qai noas a servi 
de gaide dans cette premiere partie de notre travail, noas chercherons on 
appai en favear des idees noavelles qai vont ötre exposees. 

2. En noas occupant de la loi de distribation de la coarbare, noas 
avons reconna Texistence d'ane coarbare moyenne, mais cette coarbare 
se presentoit alors comme parement lineaire, et plas loin (§. 3. No. 4.) noas 
noas sommes bomes ä faire observer qae la sphere decrite da rayon de 
moyenne coarbare coape la sarface en qaatres parties egales^ sitaees alter- 
nativem ent en dedans et en dehors de la sphere. 

U est tems d'examiner les proprietes de cette sphere. 

Ce n^est donc plas d^une coarbare, moyenne entre les diverses coar- 
bares lineaires reparties aatoar d'an des points de la sarface, qa'il s'agit 
presentement; et, par rapport a la sphere qai coape la sarface en qaatre 
parties egales, cette egalite n^est pas le seal caractere qa'il Importe de 
remarqaer. 

Noas irons plas loin; noas dirons qae la sphere dont les grands 
cercles possedent la coarbare moyenne lineaire donne veritablement la coar- 
bare moyenne de la sarface eile mdme; et, par cette raison, noas la nomme- 
rons sphere de coarbare moyenne de la sarface. 

L'atilite de cette proposition qae noas restreindrons d'abord an cas 
oh les deax rayons de coarbares principales sont dirigSs da mdme cöte, 
est de montrer qaMl existe, soas le rapport dynamiqae, ane qaantit^ de 
coarbare independante de la figare des sarfaces; en sorte qae, qaelles 
qae soient les differences entre les coarbares Unfaires contenaes dans deax 
plans normaax perpendicalaires entr^eax, menes par le point donne, tant qae 
la somme de ces coorbares, somme qai determine, seale, la coarbare moyenne, 
demeare la möme, les forces neos de la coarbare de la sarface demeare- 
ront aassi les mdmes. 

Non sealement la distinction entre la figare et la qaantite de coar- 
bare qai appartiennent a la sarface s'offre ä Tesprit lorsqa^on veat se 
rendre compte da röle qae joae la coarbare dans les qaestions dynami- 
qaes; mais encore, comme on le verra tont ä Theare, an examen attentif 
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de la courbure ^ consideree en eile meme , conduit egalement a cette 
distinction. 

3. Nous nous proposons d'obtenir une representation geometrique 
de la courbure moyenue et de montrer, a Taide d'une construction fort 
simple, que la quantite de la courbure est independante de la maniere dont 
eile est repartie autour d'un point donne de la surface. Pour y parvenir, 
il nous a paru necessaire de remonter jusqu^aux notions les plus commu- 
nes touchant la courbure. 

D'abord, a Tegard des courbes lineaires. 

LMdee qui se presente la premiere est de comparer la courbe ä sa 
tangente: ainsi, apres avoir fait choix de deux lignes droites d'egale Ion- 
gueur, si on en forme les arcs de deux cercles differens, et qu'on möne 
leurs taugentes a un des points d'extremite de ces arcs, on jugera que celui 
des deux, dont la seconde extremite s'eloigne le plus de la tangente, est 
aussi celui qui a le plus de courbure. La distance entre Textremite d'un 
arc et la tangente menee ä Tautre extremite de mdme arc est mesuree par 
une perpendiculaire ä la tangente. 

Nous nommerons dorenavant cette perpendiculaire ligne de di- 
stance. 

II est evident que la ligne de distance es egal au sinus-verse 
de Tangle correspondant ; car cette ligne est parallele au rayon mene au 
point de tangence, et eile est comprise entre la tangente et le sinus. De 
plus, la möme ligne est proportionnelle ä la raison inverse du rayon de cour- 
bure ; en Sorte qu'on peut dire egalement de la courbure qu'elle est en raison 
inverse du rayon, ou en raison directe de la ligne de distance. On 
verra tout ä Theure que cette derniere maniere de s^exprimer, presente de 
grands avantages quand on cherche ä se former une idee complete de la 
courbure des surfaces. 

4. Si nous jugeons qu'une ligne est courbe lorsque nous la voyons 
s^ecarter de la direction d'une droite qui la touche, Tidee de la courbure, par 
rapport aux surfaces, nous est egalement suggeree par Tobservation de la 
distance qui separe le plan tangent des points de la surface voisins du point 
de tangence. 

Pour toute autre surface que celle de la sphere, cette distance n^est 
pas uniforme. 
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La qnestion des courbures moyennes peut dtre enoncee en ces termes: 
Trouver Texpression de la distance moyenne entre le plan 
tangent et les points de la surface qui environnent le point 
de tangence. 

Occupons nous d'abord des seules surfaces dont les rayons de prin- 
cipales courbures sont diriges du inline cöte. 

On a vu que la courbure d'une simple courbe est proportionnelle 
ä une ligne d reite, la ligne de distance. Nous allons montrer que la 
courbure des surfaces est proportionnelle a une surface engendree par une 
ligne de distance qui cbange a chaque instant de grandeur et de 
Position. 

II s'agit presentement de decrire la courbe qui doit diriger le mou- 
vement de la generatrice. 

Apres avoir mene par le point choisi le plan normal ä la surface, 
on donnera successivement ä ce plan toutes les positions dont il est suscep- 
tible. Sur chacune des courbes produites par les diverses intersections 
du plan normal et de la surface on prendra des arcs infiniment petits, 
assujettis ä cette condition que, sMls etoient etendus en lignes droites, ils 
donneroient tous des longueurs egales. La courbe qui Joint les extremites de 
ces arcs sera la directrice que nous avons cherchee. 

Cette courbe est a double courbure. 

Si on concoit le plan tangent a la surface dans le point donne et 
la perpendiculaire ä ce plan qui tombe sur un des points de la directrice, 
il est clair que cette ligne ne sera autre que la ligne de distance con- 
tenue dans celui des plans normaux auquel appartient la courbe que ter- 
mine le point choisi sur la directrice. La ligne de distance, en chan- 
geant ä chaque instant de grandeur, et en parcourant successivement tous 
les points de la courbe qui dirige son mouvement, sans cesser d'Stre per- 
pendiculaire au plan tangent, engendrera une surface que les plans de 
moyennes courbures diviseront en quatre parties. 

II est clair que la surface dont nous nous occupons est composee 
des lignes de distances, en nombre infini, qui appartiennent aux cour- 
bes, egalement en nombre infini, formees par Tintersection des differens 
plans normaux qui passent par le point donne de la surface, point par 
rapport auquel on veut connoitre Texpression de la courbure. La surface 
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composee des lignes de distances sera nommee par cette raison, snr- 
face des distances. 

On a TU qne la courbare d'une simple ligne courbe est propor- 
tionnelle a la ligne de distance. En nons laissant conduire ici par 
Tanalogie, nous dirons qne, dans le point donne, la courbure de la surface 
est proportionnelle ä la surface des distances decrite autour de ce point. 
La surface des distances est le segment d'une surface cylindrique 
ayant pour base la courbe rentrante que les positions successives de la 
generatrice tracent sur le plan tangent: ce segment est termine a Tautre ex- 
tremite par la directrice. Cette courbe depend de la figure de la surface ä 
laquelle appartient la surface de distances. 

Avant d'aller plus loin, il est bon de faire remarquer que la petite 
courbe rentrante qui sert de base ä la surface des distances peut toujours 
6tre regardee comme un cercle parfait. En effet, il est evident que la 
plus grande difference qui puisse exister entre les deux diametres de cette 
courbe correspond au cas des surfaces cylindriques. Mais, alors, en adop- 
tant les suppositions et les denominations No. 1., Tun de ces diametres 
etant u, i'autre sera sin u, et on aura sin ti = ti. 

Les plans de courbures moyennes contiennent evidemment les lignes 
de distances moyennes; ils coupent a la fois la surface des distances, 
quMls partagent en quatre parties symmetriques, la surface donnee, et la sphere 
de moyenne courbure definie No. 2. 

5. Lorsque la surface est spherique, la courbure autour de cha- 
cun de ses points est uniforme; et, par consequent, dans un rayon donne, 
les points environnans le point de tangence sont tous egalement distans 
de ce point. 

Si, du point de tangence, pris pour centre, on decrit, sur la sphere 
de moyenne courbure, un cercle dont le rayon seit le sinus de Tarc, ou, 
a cause de la petitesse, Tarc mdme a Textremite duquel appartient la ligne 
de distance, ce cercle sera la directrice du mouvement de la möme ligne 
de distance, qui, saus changer de grandeur et sans cesser d'etre perpen- 
diculaire au plan tangent, engendrera la surface a laquelle la courbure de la 
sphere est proportionnelle. 

Cette surface sera celle des distances moyennes. 

La surface des distances moyennes est cylindrique: eile a 
pour base le cercle que les positions successives de la generatrice tra- 
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Cent snr le plan tangent: eile est terminee, a Tautre extremite, par la 
directrice. 

Si, pour deox surfaces donnees^ de figures differentes, la somme des 
conrbures principales, et, par consequent aussi, le rayon de la sphere de 
moyenne courbnre sont les mdmes, la surface des distances moyennes 
sera aussi la möme. 

Ainsi, tandis que la surface des distances depend ä la fois et 
de la courbure moyenne et de la figure de la surface donnee, la conside- 
ration de la surface des distances moyennes, isolant Tidee de la 
figure de celle de la distance au plan tangent, offre une representation se- 
paree de Tune des deux affections qui ont toujours ete confondus, savoir 
la figure et la quantite de courbure qu'une surface possede dans chacun 
de ses points. 

La justesse de ce raisonnement exige que les deux surfaces des 
distances, quoique differentes par leur forme, ayent pourtant la möme 
etendue, puisque de cette etendue depend evidemment la quantite de cour- 
bure, ou, en d'autres termes, la somme des distances entre le plan tangent 
et les points de la surface qui environnent le point de tangence. 

Pour etablir Tegalite d'etendue entre les deux surfaces des di- 
stances, il suffiroit peut-dtre de faire remarquer quMl existe entre les 
lignes de distances les mdmes relations qu'entre les courbures aux- 
quelles ces lignes sont proportionnelles. 

On dira donc, en vertu de la loi de distribution de la courbure, 
exposee (§.1. No. 2. etS.), que la somme des lignes de distances conte- 
nues dans deux plans normaux perpendiculaires entr'eux est independante 
du choix de ces plans, et que la ligne de distance moyenne, c'est-a-dire 
la generatrice de la surface des distances moyennes est elle-mdme 
moyenne entre les deux premieres lignes des distances. 

Cela pose, quand on prend, sur Tune et Tautre des surfaces des 
distances, un nombre de positions, convenablement choisies, des gene- 
ratrices, la somme de ces lignes est egale de part et d'autre. Si le nombre 
des positions de la generatrice est infini, ces positions epuiseront Tetendue 
de la surface. On en peut conclure que Tetendue eile mdme est egale de 
part et d'autre. 

L'egalite d'etendue entre les deux surfaces des distances etant^ 
ici, d'une grande importance, nous allons essayer de la rendre sensible; et, 

3» 
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pour cela, rioui nuroni recours ä la considäration da developpement de 
oai «urfacoi. 

On a vu, No. 4. , quo las plans de courburos moyennes conpent, a 
la füll, la lurfaoe donnöo, la surface des distances, qu'ils partagent 
en qualra parttai lymm^trlquea, et la sphore de courbure moyenne. Les 
mAmai plans ooupont dont ausai la aurfaco des dislances moyennes, quMIs 
partagent an qualra partios ögales; et, par consequent il y a intersection, 
en mdme lama, antre loa doux surfaces des distances. 

Nous avons dit, plus haut, quo la courbe rentrante qui sert de base 
h la iurfaoe des distanoos pout Alre regardee comme un cercle par- 
fall Cala p096 , soit ABDC (PI. I. Fig. 1.) le developpement de la sur- 
faoe das distanoos moyennes, AC sera le developpement du cercle 
qui sort do baso ik Tuno ot A Pautre dos surfaces des distances. 

Le Parallelogramme ABDC (PIg, 1.) sera divise en quatre parties 
Egales au nioyon dos trois lignos mn^ m'n et m^n' paralleles aox cötes 
AH et CD. On dtvtsera oncore en deux parties egales les inlervalles Am^ 
mm\ im'«»" et m*v; dos points de division on porlera, toujonrs paralle- 
loment aux oOtt^s AB ot CD^ los lignos pq^ pq de moindres, et gky gk' 
do plus grandos dislances, disposöes altornativement ; enfin on joindra par 
dos drollos los points B ot q^ q ot ky k* et q\ Nous etablirons d^abord quo 
)a figuro ACDKqkqB est lo dovoloppomeul de la surface des distances. 

On Salt doja quo AC est le developpement de la base de cette sur- 
1^00, ot quo los plans de distances moyennes coupent a la fois les deux 
surfaces dos distances^ qu'ils partagent en quatre parties, symmetri- 
quos par raport a Tuae, egales par rapport a Taatre. Par constmction, 
loa ligttos mm, mm\ mV' et AB. CD partagent le developpement ABDC 
do la :^ur^>e des distances moyennes en quatre parties egales: ces 
Ugaes sont doac le developpement des quatre intersections des denx sar- 
faces des distances. 

Si Ton c^n\\>it que Ttttte des lignes dlntersection devenae mobile, 
AB par e.xempte^ parcoure tOtt$ les points de AC sans cesser de loi «Hre 
perpendiculaire ^ et acquiert en m^me tems les differentes valeors coapri- 
se;^ entrt^ celies des lij^aes de wovennes et de moindres distan- 
ces AB et pq^ puis, entre les lignes de moindres et de pIns gran- 
des distances pq ^ ffh etc.^ la seconde des extremites de la ligne mobile 
trecera sur le plan la Ugtie brisee BqhqkD. 
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II s'agit de demontrer que les valeurs 8uccessiyes de la ligne mo- 
bile qai trace snr le plan la figure ACDh'q'hqB^ et Celles de la gene- 
ratrice de la sarface des distances sont egales, et se succedent dans le 
mdme ordre. 

Ces valeurs sont egales, paisque, de part et d'autre, elles re9oivent 
successivement toutes celles qui sont comprises entre les mdmes limites, 
savoir les lignes de moindre et de plus grande distance. Elles se 
succedent de part et d'autre dans le mdme ordre; car les parties aliquo- 
tes du developpement AC^ de la base de la surface des distances, 
correspondent evidemment aux mömes parties aliquotes de cette base; en 
Sorte que, par exemple, les deux positions de la ligne mobile, que sepa- 
reroit un Intervalle egal au quart de AC, seroient les developpemens des 
lignes de distances, contenues dans deux plans normaux perpendicu- 
laires entr^eux. 

La ligne brisee Bqhq'KD^ qui sert de limite aux diverses gran- 
deurs de la ligne mobile parallele a AB, est donc le developpement de la 
directrice de la surface des distances; et, par consequent, la figure 
ACDKq'hqB est en effet celui de cette surface eile mdme. 

II reste a prouver quMl y a egalite d'etendue entre le Parallelo- 
gramme ABCD et la figure ACDh'q'hqB; c'est-a-dire entre les deve- 
loppemens des deux surfaces des distances. Cette egalite resulte de 
Celle qui existe entre les triangles semblables Bqn, nKvl etc.; et celle-ci 
est tellement evidente qu'il seroit inutile de nous arröter a la demontrer. 

6. La consideration du developpement des surfaces des distan- 
ces nous offre, en mdme tems qu'un point de vue nouveau des trois pro- 
positions etablies (§.2. No. 1. et2.), une maniere egalement nouvelle d'en 
prouver la legitimite. 

Ces propositions peuvent maintenant 6tre exprimees comme il suit: 

Premidre proposition. Quelle que seit d'ailleurs la 
Position de deux lignes de distances, si, dans le develop- 
pement de la surface des distances, IMntervalle qui separe 
ces lignes est egal ä celui qui separe les lignes de principa- 
les distances, leur somme sera la mdme; et, par consequent, 
cette somme sera egale a celle des lignes de principales di- 
stances. Cette proposition est de toute evidence; car si on con^oit que 
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le Systeme des lignes de principales distances se meut en parcou- 
rant toas les points de AC et^ par consequent anssi^ toas ceux Bqnk etc., 
il est visible qae dans nne quelconque des positions de ce Systeme, Tac- 
croissement obtenu par une des lignes qui le composent sera egal ä la dimi- 
nation qoe Tantre aura epronvee. 

Seconde proposition. Les lignes de distances moyen- 
nes partagent le developpement de la surface des distances 
en qnatre parties. 

Chaque ligne de distance comprise dans une de ces 
parties excede la ligne de distance moyenne. 

Cbaque ligne de distance comprise dans la partie con- 
tigue sera moindre que la distance moyenne; et la diffe- 
rence sera la mdme que Texces dans la premiere partie. 

L^inspection de la figure 1. snffit a la demonstration de cette pro- 
Position. 

Troisiäme proposition, II existe, en general, quatre 
lignes de distances egales entr'elles; mais les lignes de di- 
stances principales sont au nombre de deux. 

II est clair, en effet, que les deux paralleles ä pq, terminees, d'une 
part a AC, de Tautre ä la ligne brisee Bp etc., et les deux paralleles ä 
p'q' comprises entre les mdmes limites, si elles sont menees a egale di- 
stance de pq^ pour les nnes, de p'q' pour les autres, seront egales; il y 
a donc quatre pareilles lignes, mais, si la distance entre pq et ses paral- 
leles, et de mdme entre p'q et ses paralleles, est nulle, elles se confon- 
dront avec pq pour les unes, avec p'q' pour les autres; le lignes de di- 
stances principales seront donc au nombre de deux seulement. 

Le developpement des surfaces des distances montre encore 
comment il arrive que Tidee de la quantite de courbure qui, dans le cas 
lineaire, est inseparable de celle de la figure, en est distincte a Tegard des 
surfaces; car la ligne de distance etant determinee de grandeur et de 
Position, eile doit rester la m^me tant que la courbure ne change pas, et 
eile ne peut convenir par consequent, qu'ä une seule courbe. Mais Teten- 
due de la surface des distances peut dtre determinee sans que la 
forme de cette surface soit fixee; en sorte que des figures differentes de 
la surface donnee accompagneront pourtant la mdme surface des di- 
stances moyennes. 
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7. Si la consideration des courbures moyennes merite quelqu^at- 
tention, c'est surtout a cause du jour qu'elle doit repandre sur les questions 
oü la courbure des surfaces joue le röle d'une quantite dynamique. Peut- 
dtre möme seroit il impossible de se rendre un compte satisfaisant d'une 
question de ce genre, embrassee dans toute sa generalite, si on ne con- 
noissoit ni la loi de la repartition de la courbure autour d^un point donne, 
ni Texistence des courbures moyennes, qui se lie a celle de cette loi. 

Dejä (§. 2. No. 5.) nous avons eu occasion de faire remarquer un 
accord frappant entre la composition des forces et la maniere dont la cour- 
bure est repartie; ce qu^on vient de dire touchant la courbure moyenne rend 
cet accord plus frappant encore. 

Ainsi, si les forces qui agissent sur un des points de la surface sont 
proportionnelles ä sa courbure, elles sont reparties dans tout le contour 
de ce point; car la courbure eile mSme est distribuee dens le contour en- 
tier. Le nombre de ces forces est infini, chacune d'elles est infiniment 
petite, et eile est proportionnelle ä la ligne de distance contenue dans le plan 
de sa direction. 

Quand on cherche a se representer Taction des forces dues a la 
courbure, la consideration des surfaces des distances convient par- 
faitement. Et, en effet, les surfaces des distances sont terminees, 
d'une part au plan tangent et de Tautre a la surface donnee , sur laquelle 
elles s'appuyent dans tous les points de leurs directrices. Si on con^oit 
que ces surfaces, devenues solides, continuent ä dtre interposees entre la 
surface donnee et son plan tangent, elles pourront Stre regardees comme 
Tobstacle qui empeche les points des directrices, c'est-a-dire, les points 
qui environnent celui de tangence, de s'approcher de ce plan. Les diffe- 
rens points dont se composent les surfaces des distances, ainsi inter- 
posees, etant doues de forces egales, Tetendue de ces surfaces represen- 
tera fidelement les forces dues a la distance entre les directrices et le plan 
tangent, c'est-a-dire qu'elle representera Taction des forces neos de la cour- 
bure de la surface donnee. Et par ce que la surface des distances 
moyennes a la mSme etendue que la surface des distances qui depend 
de la figure de la surface donnee, on en conclura que Taction des forces 
neos de la courbure seroit encore la möme, si la figure etoit spherique. 

Lorsque, au lieu de considerer a la fois le nombre infini des for- 
ces qui agissent autour d'un des points de la surface, on se borne ä eher- 
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eher les resnltantes de ces forces, on trouve qu'elles sont proportionnelles 
aux lignes des distances contenues dans deux plans normaux perpendicu- 
laires entr'eax. 

L'action exercee devant ötre independante de la maniere dont les 
forces qui Texercent sont reparties autour du point donne, quelles que 
soient les differences entre les lignes de distances qui representent les re- 
sultantes de ces forces, Taction sera toujours egale a celle qui seroit due 
a une repartition uniforme des mSmes forces. 

Dans cette maniere d'envisager les choses, nous nous trouvons ra- 
menes a ce que nous savons deja sur Taccord entre le principe de la compo- 
sition des forces et la loi de repartition de la courbure autour d'un point 
donne. II est clair que les lignes de distances auxquelles les composantes 
des forces sont proportionnelles representent maintenant, non plus des quan- 
tites infiniment petites, comme lorsqu'on consideroit a la fois chacune des 
forces qui agissent autour du point donne, mais des quantites finies resnltan- 
tes de la somme de celles-ci, qui sont en nombre infini. 

Dans la demonstration rapportee (§. 1. No. 1.)? faut^ d'avoir encore 
suffisamment reflechi sur cette matiere, les deux points de vue qu^on vient 
d^expliquer avoient ete confondus; ainsi, en prenant Tensemble de toutes 
les courbures contenues dans les plans normaux, on embrassoit la totalite 
des forces infiniment petites reparties autour du point donne, tandis que 
la somme des courbures principales representoit celle des composantes des 
mdmes forces. Au reste, quelle que soit la maniere dont on veut envi- 
sager ces forces, il est egalement necessaire de distinguer Tidee de la figure 
de celle de la quantite de courbure qui appartient ä la surface. 

Ainsi, en embrassant Tensemble des forces, on trouve que la cour- 
bure uniforme de la sphere de courbure moyenne equivaut ä toute un- 
tre disposition dans laquelle la condition le Tuniformite ne seroit plus 
observee. 

Si, conformement au principe de la composition des forces, on prend 
pour mesure de celles qui agissent sur un des points de la surface la 
somme des lignes de distances contenues dans deux plans normaux 
perpendiculaires entr'eux, et qu'on veuille cependant ne pas distinguer la 
figure de la quantite de courbure, repartie autour du point choisi sur la 
surface: alors, en admettant qu'il y ait des forces proportionnelles a la 
courbure, on est conduit a dire, chose absurde, que la figure d'une sur- 
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face se reduit a deux courbes lineaires et que ces courbes peuvent Stre 
remplacees par une infinite d'autres courbes de figures differentes. 

11 est evident qne la consideration des surfaces des distances et 
Celle de leurs developpemens derivent de la comparaison entre la cour- 
bure de la surface donnee et celle d'une certaine sphere. Nous dirons 
donc que, s'il est certain, dans le sens du passage d^Euler rapporte 
§. 1. No. 1., qu\,on ne sauroit mdme comparer la courbure des surfaces 
avec celle d'une sphere ,^^ il ne Test pas moins, dans le sens qui a ete ex- 
plique, que Tidee complete de la maniere dont la courbure est distribuee 
autour du point donne, aussi bien que la connoissance de la distance mo- 
yenne entre les points de la surface qui environnent le point de tangence 
et le plan tangent, resulte de la comparaison de la courbure de la surface 
a celle de la sphere de moyenne courbure. 

Je m'etonnois qu'on n'eüt pas encore cherche a tirer parti de la 
comparaison entre la courbure uniforme de la sphere et celle qui presente 
toute autre figure de la surface, lorsque j'ai eu connoissance d^un me- 
moire publie recemment par Mr. Gaufs, dans lequel, embrassant cette 
comparaison sous un point de vue purement geometrique, Tillustre auteur 
compare les courbes tracees sur les superficies courbes a celles qui seroient 
meuees sur la surface de la sphere. Je n^ai pu faire qu^une lecture ra- 
pide de ce travail. Je le regrette d'autant plus que, malgre Textreme dif- 
ference entre Tidee premiere de Mr. Gaufs et celle qui a ameue les re- 
cherches qu'on vient de lire, il m'a paru, que des resultats semblables ä 
ceux que j'ai obtenu pouvoient, dans certains cas, dtre tires des formules 
de Tauteur, et qu'assurement un pareil accord, si j'etois a mSme d'en eta- 
blir la realite, seroit une puissante recommendation en faveur de mes pro- 
pres recherches. 

8. La consideration des courbures moyennes est necessairement 
applicable ä toutes les questions oü la courbure des surfaces joue le röle 
d'une puissance; mais le but, que nous nous sommes propose n^est pas de 
traiter ces questions; nous nous bornerons donc, ä Tegard des applications, 
a un petit nombre de remarques. 

L'equation des surfaces elastiques ayant ete Toccasion de nos re- 
cherches, il est a propos de faire observer d'abord que, pour justifier Thy- 
pothese qui a servi ä trouver, la premiere fois, fequation de ces surfaces, 
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il suffiroit de repeter les diverses propositions qui ont ete demontrees, en 
y joignant la designation de ce genre de surfaces. 

La simplicite de description et le petit nombre des figures differen- 
tes de la surface qui peuvent convenir a la construction des voütes ont 
Sans doute masque aux yeux de geometres, qui se sont occupes de cette 
matiere, la necessite de savoir exprimer d'une maniere generale les resi- 
stences nees de la courbure des surfaces. La notion des courbures mo- 
yennes ne sauroit cependant demeurer etrangere a de telles recherches. 
Supposons, par exemple, qu'on veuille comparer les voütes en dömes aux 
voütes en berceaux: ne sera-t-il pas de la plus grande utilite de savoir 
aussi comparer les deux genres de courbures employees? 

Nous terminerons ces reflexions en presentant Texemple de deux 
surfaces de figures differentes qui possedent, en mSme tems qu'une eten- 
due egale, la m^me courbure moyenne dans tous leurs points. 

Les deux surfaces dont nous voulons parier sont celle du cylindre 
circonscrit et la quatrierae partie de la surface spherique decrite du rayon 
double de celui de la sphere inscrite. Ces deux surfaces sont d^une eten- 
due egale; puisque le cylindre et la sphere inscrite sont egaux en sur- 
face, et que celle des spheres est en raison du quarre de leurs rayons. 
De plus, ces memes surfaces ont dans tous leurs points la m^me courbure 
moyenne: car, d'apres ci qui precede, la sphere dont le rayon est double 
de celui de la base de la surface cylindrique n'est autre chose que la 
sphere de moyenne courbure de cette surface. 



§. 4. 
Examen du cas oü les deux rayons de courbures principales 

ne sont pas dirig^s du meme c6t^. 

1. La surface spherique, d'une part, et, de Tautre, la surface dont 
les rayons de principales courbures sont egaux mais de signes opposes, 
comprennent entr^elles toutes les figures possibles de la surface courbe. 

Dans ce qui precede, on s'est uniquement occupe du cas ou les 
deux rayons de courbures principales sont diriges du möme cöte; et, pour 
plus de simplicite, on a suppose que,'quel que seit le changement des figu- 
res, la somme des courbures principales, representee ici par celle des lignes 
de principales distances, est toujours la mdme. 
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Apres avoir egalement suppose, a Tegard des surfaces dont les ra- 
yons de principales courbures sont diriges dans des sens opposes, qoe, ab- 
straction faite du signe, la somme des iignes de principales distan- 
ces demeure toujours la möme, nous examinerons ce qui deviennent alors 
et la surface des distances moyennes et la loi de repartition de la 
courbure autour d'un point choisi sur la surface. 

II faut d'abord se rappeler qu' AC est le developpement des bases 
des deux surfaces des distances; que ces bases sont contenus dans le 
plan tangent; et que, par consequent, AC represente la position de ce plan. 

Cela pose, on verra aisement que, pour toutes les figures de la 
surface comprises entre la forme cylindrique et celle de la surface dont les 
rayons de courbures principales, et, par consequent, aussi les Iignes de di- 
stances principales sont egaux et de signes contraires, les angles en q et q', 
h et A' demeurent les mSmes (Fig. 2. 3. et 4.). 

La valeur de ces angles depend, en eifet, uniquement et de Tinter- 
valle pqy invariable, puisque, par construction , il est, dans tous les cas 
possibles, la quatrieme partie de AC^ et de la somme des deux Iignes pq, 
ghy qui, ainsi qu^on vient de le dire, est egalement invariable. 

Lorsque les deux rayons de courbures principales sont diriges en sens 
oppose, la ligne brisee Bqha^ et des-lors aussi la directrice de la surface 
des distances, dont cette ligne est le developpement, est donc independante 
du rapport entre les deux rayons de courbures, et, par consequent, eile est, 
dans tous les cas, celle qui convient a la surface cylindrique (Fig. 2.), limite 
commune entre ce genre de surfaces et Celles dont les rayons de courbures 
sont diriges du mSme cöte. Les differences entre ces diverses surfaces con- 
sistent seulement en ce que des parties plus ou moins grandes de la direc- 
trice se trouvent placees au dessus du plan tangent. 

On se representera les consequences de la transformation par laquelle la 
surface passeroit de la forme cylindrique a celle oü les rayons de principales 
courbures sont egaux mais de signes contraires, si on couQoit que la ligne AC 
(Fig. 2.) se meuve parallelement ä eile mSme, en se rapprochant graduellement 
de BD (Fig. 3.), jusqu'ä ce que ces deux Iignes se confondent (Fig. 4.). En eifet, 
durant ce mouvement, la ligne/^^de principale d ist a n ce situee au dessus 
du plan tangent, ligne qui etoit nulle ä Tegard de la surface cylindrique, aug- 
mentera par degres, en mdme tems que gh diminuera de quantites egales, jusqu'ä 
ce qu'enfin ces deux Iignes, terminees aux cötes opposes de ACy deviennent egales. 

4» 
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En passant de la surface spheriqne ä la sorface cylindriqoe par le 
nombre infini des confignratioos qiii le§ separeot. la ligne brisee Bqh etc., 
et par conseqnent . aussi la directrice de la sorface des distances. doot 
cette ligne est le developpement. change de forme aotant de fois; mais ao miliea 
de tous ces chan^emens. la sorface des movennes distances o^eo sobit aocon. 

Ces changemens, d'one part. et cette invariabilite , de Taatre. resol- 
tent de ce qoe noos avoos dit toochaot le nombre infini des figores de la 
sorface aoxqoelles appartient one m£me coorbore moyenne« oo. en d'aotres 
termes. one meme qoantite dynamiqoe de coorbore. 

Le contraire arrive qoand on passe de la sorface cylindriqoe a celle 
dont les rayons de coorbores principales sont egaox« mais de signes con* 
traires. La directrice de la sorface des distances conserve la m^me 
forme : mais one partie de cette coorbe passe de Taotre cöte do plan tangent, 
et. par conseqoent. la sorface des distances moyennes diminoe gra- 
doellement^ josqo'ä ce qo^elle Taneantisse. lorsqoe les lignes de distances 
terminees ä one des faces do plan tangent sont egales aox lignes de di- 
stances terminees a Taotre face do mdme plan. 

On con^oit, en effet. qoe« ne poovant attriboer ä one force deox 
directions contraires^ celle qoi resolte de la coorbore ne peot presentement 
dependre qoe de la difference entre les cooriiores principales« et qoe^ par 
conseqoent, la sorface des distances moyennes, qoi ne cesse pas de 
representer la qoantite dynamiqoe de la coorbore, doit s^aneantir lorsqoe les 
deox coorbores dirigees en sens contraires sont egales. II noos reste a 
montrer qoe, malgre les differences qo*entraine le changement de direction 
d^on des rayons de coorbores principales, la loi de distribotion de la coor- 
bore aotoor d^on des points de la sorface ne sooffre aocone alteration: qo^mnsi 
il est encore vrai qoe la somme des lignes de distances contenoes dans 
deox plans normaox perpendicolaires entr'eox est independante do choix de 
ces plans: qoe la ligne de distance contenoe dans les plans moyens est 
moyenne entre les lignes de distances principales: enfin qoe, en em- 
brassant le contoor entier do point donne, il y a, en general, qoatre directions 
do plan normal poor lesqoelles les lignes de distances sont egales, et 
qoe le nombre de ces directions se redoit ä deox a Tegard des lignes de 
principales distances. 

II soffit, en effet, poor etendre ces diverses propositions ao cas pre- 
sent, d^observer qoe, Faogmentation des lignes de distances sitoees 
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au dessus de AC etant consideree,, a raison du signe, comme une diminu- 
tion, les diverses lignes de distances dont la comparaison sert ä eta- 
blir, dans le cas des surfaces cylindriques, les propositions dont il s^agit, 
eprouvent a la fois des diminutions proportionnelles ; en sorte que, leur gran- 

' dear relative he changeant pas, les m^mes raisonnemens subsistenU A Tegard 
de la surface cylindrique, on peut remarquer (Fig. 2.) que deux points seule- 
ment du developperoent de la directrice de la surface de distances, sa- 
voir q et q'^ tombant sur AC, une des courbures principales est nulle. Quand 
les deux rayons de courbures principales sont de signes opposees (Fig. 3.), 
quatre points du deveioppement de la directrice, savoir v et t, r> et t\ tom- 
bant sur AC, ni Tune ni Tautre des courbures principales ne sont nuUes; 
mais, de m^me qu'a Tegard des surfaces cylindriques, la sphere dont le rayon 
est infini est au nombre de Celles qui ont leur centre sur la normale au 
point donne. 

Dans le cas oü les deux rayons de courbures principales sont egaux 
et de signes contraires, (Fig. 4.) les points en i? et ii^ t?' et vi se confon- 

. dent avec ceux en B, n, et n\ fi\ lesquels partagent BD en quatre parties 
egales. La sphere dont le rayon est infini est donc alors celle de moyenne 
courbure, et cette sphere se confond avec le plan tangent. 
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2. 
Auflösung einiger arithmetischen und geometrischen 

Aufgaben. 

(Von Herrn 7%. Clausen zu Mfiachen.) 



Über eine arithmetische Aufgabe, 

Xd den Annalen der Mathematik von Gergonne findet man folgende 
Aufgabe: Die möglichst kleinste Anzahl Gewichte und ihre Gröfse anzu- 
geben, wodurch man alle Einheiten bis zu einer gegebenen Grenze wa- 
gen könne; vorausgesetzt, dafs man sie auf beiden Seiten der Wage setzen 
dürfe, und also nicht allein durch ihre Summe, sondern auch durch ihre 
Unterschiede wägen könne. Die dort von Mehrem gegebene Auflösung 
bat den Herausgeber nicht ganz befriedigt, indem über die Form der Reihe, 
die die Gröfsen der Gewichte bildet, eine willkürliche Voraussetzung ge- 
macht ist. Ich gebe daher die nachstehende Auflösung, die allgemein 
sein dürfte. 

Es sei t die kleinste Anzahl Gewichte, womit man bis n alle Ein- 
heiten wägen könne, und hinwiederum n die gröfste Zahl der continuirlichen 
Reihe, die mit i Gewichten gewogen werden kann. Es ist leicht zu sehen, 
dafs n nicht gröfser sein kann, als die Hälfte aller möglichen Combinationen, 
die man mit den Gewichten auf beiden Schalen machen kann, indem alle 
Fälle, worin die gröfste Summe der Gewichte in der Schale des zu wägen- 
den Gegenstandes kommen (nemlich eben so viele als der Fälle der umge- 
kehrten Art sind), wegfallen. 

Um diese Anzahl zu bestimmen, nenne ich die beiden Schalen A 
und B. Die Anzahl der Combinationen m B, wenn in A kein Gewicht ist^ 
ist die Summe der Anzahl der Gewichte, der Anzahl der Amben, der Anzahl 
der Temen u. s. w. derselben. 

wenn man den Fall, wenn in B kein Gewicht ist, einschliefst. Die Anzahl 
der Combinationen der t~l Gewichte in B, wenn in A eines derselben ist, 
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ist auf dieselbe Art 2*'\ welches mit der Anzahl der Combinationen eines 

Gewichts in A=i roultiplicirt 

«.2*-' giebt. 

Die Anzahl der Combinationen der i—2 Gewichte in By wenn in A 

zwei sind, ist 2*~\ welches mit der Anzahl der Combinationen zu zwei und 

zwei in A^ ~ \ 9 multiplicirt 

*»-l 2'-' giebt, 



1.2 
n. s. w. 

Die sämmtliche Anzahl aller Combinationen ist demnach: 

worin das Gewicht mitbegriifen ist. Die Hälfte der übrigen 3'— 1 ist also 

die gröfste mögliche Anzahl verschiedener Gewichts-Einheiten, die mit t Ge- 
wichten gewogen werden können. 

Sind demnach die Gröfsen der einzelnen Gewichte so bestimmt, dafs 

die Combinationen derselben alle Einheiten bis — ^ — enthalten, so ist, da sie 

nicht mehr Combinationen enthalten können, die Aufgabe gelöst. 

Hat man aber eine Anzahl = % Gewichte , die die genannte Bedin- 
gung erfüllen, so ist das t+lte Gewicht, wodurch man die darauf fol- 
gende Einheit wägen kann (indem man es so grofs als möglich nimmt) 
3', und zwar kann man, wenn man alle Combinationen der «Gewichte 
in den Schalen verwechselt, und dieses hinzuffigt, alle Einheiten bis 3*; 

und wenn man es ferner den einzelnen Einheiten gradezu hinzufügt, bis 

31 \ 3<+i— 1 

3'-l n— = — ^ — alle Einheiten wägen. Oder, wenn die genannte Be- 
dingung für die Zahl t^ so ist sie auch durch Hinzufügung des t+lten Ge- 
wichts =3* für »+1 erfüllt. Sie ist es aber für » = 1 und f = 2, folglich 
allgemein für jede Anzahl; und die Gewichte sind 1, 3, 9, 27, etc. 



Beweis des verallgemeinerten Lehrsatzes des Hm. Steiner im 

zweiten Bande dieses Journals p. 290. Nr. 61. 

Die Substitution, die zur Auflösung der vierten Aufgabe p. 96. im 
2ten Bande dient*), läfst sich sogleich zum Beweise dieses Lehrsatzes an- 



*) Siehe Band 6. Heft 1. Seite 88. 
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wenden. Es drehe sich nemlich der Kegelschnitt ond der ans dem Brenn- 
pnncte desselben beschriebene Kreis om die Absidenlinie. nnd man nehme 
an. da(s der Wttelpnnct aller Kngeln. die sich gegenseitig, nnd die durch 
die Umdrehung des genannfen Kreises entstehende Kngel berühren, ihre 
Mitteipancte in der kmmmen Oberflache haben. Es seien die Winkel der 
vom Brennponcte bis an die Mittelpnncte iweier sich gegenseitig nnd die 
erstgenannte Kngel berührende Kageln geiogene Linien r nnd r mit der 
Absidenlinie <f nnd q\ nnd es bilden die durch jede dieser Linien und 
die Abadenlinie gelegten Ebenen mit einer ähnlichen festen Ebene die 
Winkel tf* und v'. so ist der Cosinus des Winkels iwischen r und r'.... 

cos v'— «' siny siny'-r^osqr cosy'. und r=— — .r = 



l-pccosy 1-r^cosf^ 

und die Halbmesser der beiden Kugeln -^ — p, -^i — r — P . «t- 



hin die dritte Seile des Dreiecks — — — r--2p. Man er- 

1 — ecKr&^ l-pecosy 

kilt also statt der am angeführten Orte g^undenen Gleichung in diesem Falle 
0= pp — *^P'r2(0P'r2epii-p oos^'^oos^ -r J7>-r2eepe cos^jrcos^' 

-i-ppcos v'— uysinysiny', 
und nach Substitution der Relationen zwischen q und 6: 

cos 1/— V sinÄsin«r^cosÄcos6r = -^ ^^'^^^^^^ , 

PP 

Dieser Ausdruck entspricht dem Cosinus eines Bogens auf der Sphäre swi- 
scheu zweien Puncto! • deren Entfernungen Ton einem Pol 6 und (f« wo 
der Winkel zwischen den nach dem Pole gezogenen Bogen v'—v* ist Man 
sieht nun leicht: dafs wenn dieser Winkel dem Winkel zwischen 
den Ecken eines regulairen Körpers, aus dem Mittelpunct der 
umschriebenen Kngel gemessen, gleich ist. dafs dann om die oben- 
erwähnte Kugel eben so Tiele andere Kugeln, die sich gegen- 
seitig berühren, und deren Mittelpuncte auf der krummen Fläche 
liegen, als dieser Körper Ecken hat. gelegt werden können: und 
zweitens, dafs der Ort der erst zu legenden Kugel willkürlich ist 
Der ¥on Herrn Steiner angeführte spedelle Fall ist der eines Octa- 
eders, wo also der Winkel zwischen 2 Ecken ein rechter isU mithin der obige 
Ausdruck = 0: woraus sehr leicht die von Hm. Steiner gegebene Gleichung 
folgt, wenn statt e nnd p die Ton ihm zu Grunde gelegten Gröfsen snbsti- 
tuirt werden. 
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Beweis des von Herrn Steiner im zweiten Bande dieses 
Journals p. 291. gegebenen Lehrsatzes Nr. 63. 

Es seien im Räume die Schwerpuncte von n Massen (deren jede=3l) 
F(i), P(2), P(3), .... P(n). Bestimmt man nun den Schwerpunct M^^^ der 
ersten zwei, ferner den Schwerpunct M^^^ von diesen und P^^^ u. s. w., so 
ist if(,) der Schwerpunct des ganzen Systems, mithin von der Ordnung, in 
der man die Puncte genommen hat, gänzlich unabhängig. 

Es sei nun (Taf. IL Fig. 1.) «(<) die Entfernung des Puncts F(o von 
Gy einem beliebigen Puncte im Räume; x^^ die Entfernung des Puncts M^i^ 
von 6, und die Linie ^(»_i) P(.) = -4(,), so ist 

und wenn man den Winkel G M^^M^^_y^ =^ setzt: 



(t-i)» ^, , 2(»-l) 



ö(0 = ^(oH ^^i — Ao + — ^ — a:(,3 ^(.^cos Ö^ 

woraus nach Elimination von 6 folgt: 

Man hat also, wenn man bemerkt, dafs x^y^ = a^i^ : 

ö(i) = 2 07(2) — «(2) + i -4(2) 9 
207(2) = 307(3) — 0(3) + |^^(3), 

3x^3) = 4a?^4)-«(4) + i^(4)n 

11— 1 

(»-l)a:^,.i)= »a:^»)~ö?«) + — ^-4(.), 
durch deren Addition man erhält: 

«(1)+ «(2)+ Ö(3)H f-ö^») = «a:(„)+i^(2)+t^(3)+ h— ;^^(«). 

Nach Lagrange Mecanique anal. T, L p. 64. ist aber, wenn man 
R die Summe der Quadrate der gegenseitigen Entfernung je zweier der 
Puncte P(i) , F(2) , . . . . P(n) nennt : 

»(i)"r "(2)-r t*(3)-r t- »(,) ii_ _ , 

w rm ■" ^^»)^ 

folglich : 

Crelle^B Journal d. M. VII. Bd. 1. Hft. 5 
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und da das erste Glied dieser Gleichung von der Ordnung, in der man die 
Puncte nimmt, unabhängig ist, so ist es gleichfalls das zweite. 



Beweis des Lehrsatzes des Herrn Steiner Nr. 62. im^ zweiten 

Bande dieses Journals p. 291. 

Es seien (1), (2), (3) drei Puncte auf der Kugelfläche, die gegen- 
seitig 9(y^ von einander entfernt sind, so ist: 

cos^F = cos(l)^.cos(l)F+cos(2)J.cos(2)P+cos(3)^.cos(3)F, 
cosBP = cos(l)ß.cos(l)P+cos(2)ß.cos(2)P+cos(3)5.cos(3)F, etc. 
(siehe Gaufs Disquisitiones gen. circa superficies curviis)^ folglich, wenn 
man 

o.cos(1)-4 + 6.cos(1)ä+c.cos(1)CH = a^ 

a.cos{2)A+b.co3{2)B+c.cos{2)C-\ = ß, 

a.cos(3)^ + 6.cos(3)ß+c.cos(3)CH = y 

setzt : 

acos AP +b cos BP +CC03CP + "* ' 

= * = acos(l)F+6cos(2)F+ycos(3)P; 

und wenn man ferner einen Punct so bestimmt, dafs 

a = x.cos(l)P', 

ß = x.cos(2)P', 

y = x.cos(3)P', 
wodurch xx = aa+bb+j'y wird, so folgt: 

— = cos PF, 

mithin die Entfernung des Puncts P von F constant, und P' von K un- 
abhängig. 



Beweis des verallgemeinerten Lehrsatzes von Herrn Steiner 
Nr. 59 im zweiten Bande dieses Joiunals p. 289. 

Statt des oben (siehe Seite 31.) bei dem Beweise des 61 sten Lehr- 
saties betrachteten Falles kann man die Frage stellen, welche Relationen 
iwischen den Dimensionen des Kegelschnitts und des Kreises Statt finden 
müssen, wenn eine Kugel, deren Mittelpunct auf der krummen Oberfläche 
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liegt, die aus dem Brennpuncte des Kegelschnitts beschriebene Kugel be- 
rühren, und eine Reihe n Kugeln, deren Mittelpuncte ebenfalls auf der krummen 
Oberfläche liegen, jede die ebengenannten zwei Kugeln, und die vorhergehende 
und nachfolgende der Reihe berfihrt. 

Aus der a. a. 0. angestellten Betrachtung folgt, dafs dieses dann mög- 
lich ist, wenn der dort durch den Cosinus gegebene Bogen der Seite eines 
regulairen sphärischen n Ecks gleich ist, dessen Mittelpunct von den Ecken 
so weit entfernt ist als die Gröfse der Seiten. Nennt man die Seiten und 

die aus dem Mittelpuncte nach den Ecken gezogenen Bogen x, so ist, weil 

2n 
die Winkel am Mittelpuncte — sind: 

cos 07 = cos( — jsinx^+cosx^y 
und also 

/ 271 \ cosa: 

cos( — ) = -7-; ; 

\ n ^ 1+cosa: ' 

und wenn man den a. a. 0. gegebenen Werth von cosor substituirt, 

cosf—^ = 2eegg~2(>(>+4gp-pp 
\ n J 2eeQQ—2QQ'\'4Qp 

Es erhellet von selbst, dafs der Punct, wo die erste Kugel gelegt 
wird, willkflrlich ist. 

In dem von Herrn Steiner angeführten speciellen Fall ist e==l, 
und folglich: 

Die von Herrn Steiner genannte Gröfse h ist =p—Q, folglich: 

welches sogleich die Relationen des Herrn Steiner giebt. 
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3. 
Beweis einiger geometrischen Sätze. 

(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 



1. Jlis seien die Coordinaten dreier Puncte Jtfg, Jtfi, ifz, in einer Ebene 
^9 Vi ^\ yV ^'\ y'i bestimmt man nun 6 andere Puncte ^4«, A^^ A^ 
und Jü, Ji, ^2 9 deren Coordinaten resp. lu^ ^m ^29 o^^ if^ 2^ und v^, v^^ 
^29 0^^ 1^^ 2^ sind, wo 



I2 = 



i = 






Vü = 



fi = 



fo = 









^«rr 












a+o* 



SO finden zwischen diesen 9 Puncten folgende Relationen Statt. 

2. Je drei derselben liegen folgendermafsen in einer Geraden: 

A{i 9 •'m •'29 

•'Ü 9 -^M •'2 9 

•Aj 9 «^ 1 9 -'*2 \ 

denn es seien die Coordinaten dreier in einer Geraden liegenden Puncte 

I, ^ y ^' und v^ v\ v'\ und die allgemeine Gleichung für dieselbe 

ax +by +c = 0; 
so hat man: 

(iS +bv +c = 0, 

a^+bv'-\-c = 0, 

ai"+bv''+c = 0. 
Elimiuirt man hieraus die die Lage der Linie bestimmenden Constanten, 
indem man sie resp. mit den Factoren tn, m\ m" muitiplicirt und die 
Producte addirt, so findet man folgende Bedingungen für die Coordinaten 
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dreier in einer geraden liegenden Puncte: 

m^ + m'S'+m'T = 0, 

mt;+mV=m'V' = 0, 

m +m' +m' = 0. 
Diese Bedingungen sind offenbar hinsichtlich der drei Puncte ^^9 ^m ^2 
erfflUt, wenn man m, m', m" resp. a'—a'\ a^—a^ a — a!* setzt; und eben 
so für die drei übrigen mal drei Puncte, indem blos — a statt -f a für die 
ersten drei folgenden, denn — a' statt +a'^ und — a" statt +a" für die letz- 
ten gesetzt wird. 

3. Nachstehende zu drei und drei nebeneinanderstehende Linien 
schneiden sich in einem Puncte: 

MoJ;,, 3fii4i, M^A^x 
MoAj, Mi^i, M^A^^ 

3f;,4), ^1^1, iJfi/?; 
denn es seien von irgend einer Linie zwei Puncte gegeben, deren Coordi- 

naten resp. |^ ^' und v^ v sind, so kann man die Coordinaten jedes Punctes 

derselben durch 

darstellen, wo p veränderlich ist. Die Coordinaten der Linien Mu«^ü9 -^i^^i^ 
M2J2 können also so dargestellt werden: 

p^x +(l-fü)ül; PiiV +(1— fü)ü^; 

Pix' + {\-p,)^^; PiV' +{\-px)iV; 

P2x"+{i-p2)2^; ^2^"+ (1-^2)2^; 
giebt es nun für po^ pi^ P2 solche Werthe, dafs die resp. Coordinaten für 
alle drei Puncte gleich sind, so schneiden sie sich offenbar in diesem Puncte. 
Setzt man aber: 

und substituirt in obige Coordinaten statt 0^^ Jy 2^ ihre Werthe, so folgen für 
alle drei Puncte die gleichen Coordinaten: 

was zu beweisen war. Setzt man nun statt a^ —a^ so ergiebt sich der 
Beweis, dafs die Linien 3fo«/u9 ^1^19 M2A2 sich ebenfalls in einem Puncto 
schneiden, und durch Verwechselung von +«' und —a' und +«" und — «" 
für die zwei übrigen mal drei Linien. 
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4. Nimmt man an, dafs auf die drei Pnncte der wagerechten Ebene 
Mo^ Mi^ M2 die resp. Kräfte +a und —a; +a! und — «'; +a" und 

— a" senkrecht wirken, so ist die Ebene offenbar im Gleichgewicht. Sieht 
man nun jede verlängerte Seite des Dreiecks ^u? ^19 ^2 als einen He- 
bel an, auf den in jedem der zwei sie bestimmenden Pnncte eine der in 
denselben angebrachten Kräfte wirkt, dann sind die 6 oben bestimmten 
Puncte offenbar alle Stützpuncte dieser verschiedenen Hebel. Diese Be- 
trachtung giebt ein Mittel die obigen Sätze aus den Grundsätzen der Sta- 
tik abzuleiten. 

Verbindet man nemlich +«' und — «",- +a" und —a; -fa und 

— a'^ so sind die drei Stützpuncte auf die man die resp. Summen der Kräfte 
als wirkend ansehen kann ^, Ji, A2. Da aber die Ebene durch diese 
6 Kräfte im Gleichgewicht ist, so mufs jede dieser drei Puncte zu den 
zwei übrigen der Stützpunct sein, und also mit ihnen in gerader Linie liegen. 
Man sieht leicht, wie man die Kräfte vertheilen mufs, um den Beweis für 
die drei übrigen mal drei Puncte zu führen. 

5. Es wirken auf die drei Puncte die resp. Kräfte +a^ +a\ +a'\ 
Man kann nun die beiden Kräfte a' und a" als in ihrem Stützpuncte J^ an- 
gebracht ansehen. Der Stützpunct für alle drei Kräfte liegt also in der 
Linie MoJo- Eben so findet man, dafs er in den Linien MiJi und M2J2 liege. 
Diese drei Linien müssen sich also in einem Puncte schneiden. Ist in dem 
Punct Mo statt +a die Kraft — a angebracht, so findet man, dafs der Stütz- 
punct der drei Kräfte auf den Linien M^Jo^ M^Ai^ M2A2 liege, die sich also 
auch in einem Puncte schneiden. Eben so ergiebt sich der Beweis für die 
beiden übrigen mal drei Linien. 

6. Beschreibt man aus den Puncten M^^ ^1, M2 mit den resp. 

k k k 

Halbmessern — '^ —r^ --jr drei Kreise, wo k eine willkürliche Gröfse be- 

OL Ot OC 

deutet, so sind die benannten 6 Puncte die Durchschnitte der durch die 
Endpuncte paralleler * Radien je zweier dieser Kreise gezogenen Geraden; 
oder nach Hrn. Steiner's Benennung (Gegenw. Journal Bd. L p. 172.) 
die Ähnlichkeitspuncte derselben. Diese haben also die in 2. und 3. be- 
wiesenen Relationen, von denen Hr. Steiner jene aus seinen sinnreichen 
geometrischen Betrachtungen abgeleitet hat. 

7. Setzt man a = a' = a"^ so sind die Puncte Jg, J^, /j die Mit- 
ten der Seiten des Dreiecks. Zieht man also von diesen Puncten aus 
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nach den gegenfiberstehenden Spitzen Geraden, so schneiden sich diese 
nach 3 in einem Puncte. 

8. Sind die Winkel des Dreiecks MiiM^Mz^ ^v'^v" und setzt man: 

a = sin (p, a' = sin y ', a" = sin (p"^ 
so sind die 6 Pancte, wie leicht zu sehen ist, die Durchschnitte der die 
Innern und äufsern Winkel des Dreiecks halbirenden Geraden mit den ge- 
genfiberstehenden Seiten. Ffir diese gelten also auch die in 2. und 3. be- 
wiesenen Relationen. (S. Gegenw. Journal Bd. II. p. 191. Lehrsatz 33. No. 2.) 

9. Setzt man: 

a = tang q>y a! = lang (p\ a" = tang y ", 
dann sind /o? «^m J2 die Fufspuncte der auf die Seiten des Dreiecks aus 
den gegenüberstehenden Spitzen gefällten Perpendikel. Diese schneiden sich 
also nach 3. in einem Puncte. 

10. Es ist: a M'oJ2 = a'MiJi^ 

folglich : 

welchen Satz ich irgendwo gesehen zu haben mich erinnere. 

11. Der Inhalt der Dreiecke /iJifi/s? •^i^a^^u? /z^o/i, J0J1J2 sei 
resp. 1*1, 1*2, i)^ g und das Dreieck MoMiM2=^ A^ so ist, wie leicht zu fiber- 
seben, 

•^■" (a+a'Xa'+«") ' *""" («'+«")(«"+«)' * "" (a"+«)(«+aO ' 

Es wird demnach: 

(a+a)(a'+a") («"+«) /(^^^) = «aV'A. 
Daraus ergiebt sich: 

<,)+«\+i2+2]/(-^) = A, 

oder j . . • A 

4iofi»2 = 99 A^ 

oder endlich: ^ • /• • • • • n >■ . • • n 

Man kann also aus dem Inhalte der drei kleinen Dreiecke den Inhalt des 
grofsen finden. 

12. Halbirt man die Linien AqJq^ Ä^Jx^ A2J2 in den Puncten 
Bo^ Bi, £2, so sind die Coordinaten dieser Puncte: 
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diese drei Pancte liegen demnach auch in einer Geraden. 

13. Die halben Entfernungen zwischen den Puncten ^j/o? ^i^A? ^2^2 
seien R^^ R^^ R^^ so hat man für rechtwinklige Coordinaten 

14. Beschreibt man nun aus dem Puncte B^ mit dem Halbmesser ßo einen 
Kreis, und sind die Coordinaten irgend eines Puncts Q desselben X, Y, so ist: 

oder: 

I a'a' (x'-X)-a"a"{x"-X) \'+ | a'a' (y'-Y) -a"a"(y"-Y) ]' 

= \a'a"{x'-X)-a'a"{x"-X)\'+\tt'a"(y'-Y)-a'a"(y"-Y} \\ 

oder, nach einer kurzen Reduction und Division mit a'a'—a"a": 

aW\ix'-Xf-(y-Y)'\ = a"a"l{x"-Xr+{y-Y)% 

oder endlich: 

Die Entfernungen eines beliebigen Punctes dieses Kreises von den zwei Spitzen 
Mo und Ml des Dreiecks stehen also in einem beständigen Verhaltnifs. Beschreibt 
man nun eben so aus den Puncten Bi und B2 mit den Radien Ri und R2 zwei 
andere Kreise, so schneiden die beiden ersten sich in einem Puncte Q'^ so dafs 

a'MiQ'^a"M2Q'=^aM,,Q'; 
eben so die zwei letzten, dafs sie sich also alle drei in einem Puncte schneiden. 

15. Für den Fall, dafs a = a' = a"^ liegen die Puncte /o^ «A^ ^2 auf 
der Mitte der Seiten, die Puncte ^0, Ji, A2 aber in unendlicher Entfernung. 
Die drei Kreise verwandeln sich also in diesem Falle in drei auf den Seiten 
aus den Puncten Jo, Z^, /, errichtete Perpendikel, welche sidh demnach in 
einem Puncte schneiden. 

München, den 12. Mai 1830. 



4« Jacchi, appUcätion nottVe?h des finctions elHptiques d Palgebre, 41 



4. 

Note sur une nouvelle appKcation de Panaljse des 

fonctions elliptiques. ä Palgöbre. 

(Par M. C. G. /. Jfacohi^ prof. en matli. a Königsberg.) 



XJans iine des notes sur les fonctions elliptiques iüserees clans les tomes 
pr^cedens de ce Journal j'al'Qvano^ que les fonctions elb'pliques doiVent 
entrer dans toutes les parties de l'analyse math^matique et contribuer 
essentiellement h leur progres. Je yeu:s: pl*<^senter dans ce qui suit un 
exemple assez r^marquable d'une application de la th^ovie des fonctions 
el£{>tique8 aus: fractions continues^ 

Tout le mottde eonnait les algorithmes qui servent h reduire la ra- 
cine quarree d'un nombre en fraction eontinue* On sait aussi que par 
des proc^d^s analogues on peut reduire en fraction continue la raciue 
quarrt d'une expression alg^rique et rationelle , et qu'ii est possible de 
donner dans cbaque moment le quotient complet qui rend la fraction. 

exacte et qui aura la forme . — ~-- p ^H ^tant la racine a reduire en 

fraction continue, et / et TV des expressions rationelles de la variable« Sup« 
posons que R soit une fonctjon entiere et qiu ne surpasse pas le qua- 
trieme degre» On prouye aisement que J H N sont aussi des fonctions 
entieres^ Tune du second degr^^ tautre seulem^it du premier. On donne 
facilement les regles g^ndrales pour passer d'un quotient complet au sui-- 
vant« Mais en voulant eifectuer les calculs algebriques qu'exige la re« 
cherche des quotiens complets et par suite celle des d^nominateurs de la 
fraction continue cherch^e^ on se trouve arrßt^ des promiers pas por la 
longueur rebutante du calcuL En effet Jes expressioiis algebriques que 
1 on rencontre en opi^rant Bur la raciue propos^e deviennent tellement 
embrouill^es qu'il parait etre inipossible d'y trouver une esp^e d'ordre et 
de regularit^* Et comm^ il est extrememeiit diflicUe de passer meine au 
second ou troistenie d^nominateiu* , Ton ne pourra esperer d'autant moins 
de trouver par induction une lol generale. Toutefois en ap{»rofoii(lisj5aiit 
les relations qui lient entr'elles les quotiens complets successifo, et e» eva- 

CnelW* Jüurna! d. M. VII. Bd. 1. Ilft. 6 
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minant en meme texns la formation des expressions alg^briques qiii doD- 
nent la mnltiplicafion des fonctions ettiptiques^ on parvient A exprimer ge- 
n^ralement au moyeu de ces demieres par des formules simples et ^le«- 
gantes un queloonque des quotiens ccMnplets. C'est ce tju'en vevra dans 
la Bohition du problesie suiTaut» 

Probleme« 
Supposons 

J?=:.(.-l)(.-^)(^-2y 



ou Tob a: 



3— 2fl-fx^)sin«a4-x»ain^« 

"^ ' cos*aA*a ^ 

k _ 3 — (l+x^)sin*« 



A« ^tant, comme u rordinaire, =/'(l — x'sin'a): la raciiio /"Ä reduite 
en fraotion continue prendra la forme: /*i{ = 
a I • I 1 

AT, * -j- m, •+• — ^— — 

• 'ff 



M„.ic + 'w«-i + 



y^R+ZZ — ^Z + in 



qn{rnz — l) 
VR + ZZ-^ — Z + in 

j 4\ ^**^ '® ^^^' quotieut con^Iet: il s'agit de donner 

rexpresiiou g^n^rale de in^ r„^ ^n« 

Solution. 

Soit ms=:Bm(u)^ »ns=:am(nü), on aura: 

1 /^ «in* « \ 



et de plus^ n ^tant an nombre impair: 



4co8*«A*a 



4» Jacobi^ Mfppticf^ion ttomtelle des fonciions elliptiques d Pal^ebre» 43 

n 6tttnt pair; 

^" "■ "1(1— ^){i-4i^^) ....(i— ^H^) ' 

* Entre deus: $"» suecessife, oh aura l'equation: 



9n9n-~i = ^n» 



On peut aussi donner ä oes formules la forme suivaute: 

" 2co8*«A*^a 810* or^n ^ ^' 

et n eiant impaBr: 

^__ sin»« cin'g / »'"^^.^ sin «^ ... . siDigt>,-.t y ^ 

/ {i-^x^ sin^ttsin^ g^) (1 — x^ sin» « sin^^g) (1 — ac* sin' a.sia» »an) A * 

Vtl— x*«in*«8in*Ä^) (1— ^^sin'asui^a^). • •* (1 — x^ sin^äBm^chtn-zy ^ 

n 4Awkt pair: 

_ sin» ggH4t / sin »a %\ua^ . . > ♦ sin cgy,-A ^ y 
^* sin^a \sin »4 sin ag . . . . siu a^^ / 

( (1 — x*sin^«sin»a4)(l — ac^sin'asin^^gg) ,. . . (i — x* gin^asin^tta^) y 
(1 — x^sin-asin* «a)(i — x*sin*a sin*«^) • . . . (l — x* sin*«8in^aB„^)/ ' 

Lorsque jR surpasse le quatrieme degr^, la fraotion oontiuue dans 
laquelle on convertit V^R^ dopend des formules de multiplioation des 
Crauscendantes plus ^lev^ que les transcendantes elliptiques« 



6 
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5. 

Addkamenta ad coBatum, casum irreducibilcm solvendi. 

(Auct. Dr. a J. D. Hillf Looclini Gotli.) 



I. 

li^x ßolutione in tractatu ^ Tom. II. pag. 304. seq.) exposifa^ coroilafs-iitti 
haud spernendi momenti duoitiir: 

,ySoliitionein cujusounqiie aequationis cubicae, casu 
irreducibili affectae^ ad alias duas ejusmodi aequatioues, 
qiiarum altera omnino arbitraria est^ Ordinate atque regula- 
riter rediici posse.'* 

Lft jam ab iiiitio ^eusiim s^implicissimnm exponamus^ suppönamus ac- 
quationem datam: 

et aGci[Hainus ad arhitrium aliam: 

cujus sotutio^ ys=z/ib habetur^); pendebifque certe^ ut e:& [am demon- 
stratis patet^ prioris sohitio ab hac juste sofvenda: 

«'— 3c;5»— 3:5+C = 0, 

nquidem <?= ._j" . acceptum fuerit^ hacque soluta : z= /Ic, habebihir: 

Haec rero solutio midtum sublevatur^ si g = ^ , r? atque 6 ad a 

<piam proximum accipilur. «pio c minimum sit; tum enim vel jiixta artem 
approximandi antea expositam ve) juxta haue formulam: 



*) Sulatioues .<>(<«:' innumerae directe romputsii poMont jazta regolam: 

Sic ex. gr. pro 

r — r jf, >f, -^j -j, ^, ^j ^jf 7, fy j, r6 
habetur 

« — ^- 1? :4a Ti 4* ST lo-» ?JL XOT lai s,99 
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qiiae circiter per — 0^001 • xr^ corrigenda est^ statim habebitur z=:/icy tumqiie 

A ^ A ^+c ^ 's . ^+y 

3 3 

Exgr. data jc^ — 4a?^ — 3xc-j-f = 0, id est: o=^if sumatur 4 = '^, erit- 

3 3 

et XtV juxta formulam approxfanantem modo exhibitam statim ultra par- 

3 ^ . . 

tem billionesimam accurata habebitur; juxta vero modum approximaudi 
geoeralem antea traditiim triplicata ratione ad aocurantiam^ qualemcunque 
TeBs, faciilime tibi computabitur. 

De alÜ8 quibuscunque accjuationis cubicae formos coroOarinm no- 
strum aeque valet« Sic ex. gr. haeo: 

j^ — 3aj«— 2ßj + «ß = 0, 
cum y = iTß . /L y^ det , per radices duarum similiimi itidem resolvitur. 

Idem etiam de generalissima aequatione: 

V + 3^;«* + 3(€?»— «);s + ^(e*— 3a) + 2ß = 0, 

cum « = —^ — ^ + /^ß • Ä yrß ^^ y af firmandum est. In praesenti vero 

circa formam usitatissimam 

r' = 3«r-~2ß 

aliquantum diutius morari sufficiat. Haeo quidem ad formam 

j;^_3aar'— 3Äjc + a6 = 

transformatur^ ponendo ^ =: or -{- ~ , quo facto itidem habetur 

Dt vero id, quod in praesenti agitatur, sublata irratioualitate, faei- 
iiu8 attingatur, poiiamus, aequationem jam haue iudiiisse formam: 

x^ = (3Är+2/2).(/i' + r"-), 
cujus solutio est haec: 

. n 

X = r/t /li 

3 r 

capiamusque duas alias ejiismodi aequationes: 

x; =:(3a.,+2/2,).(/z;+/;), 

citque 
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Est vero /l— £=5 ^ ''^ y similitcrqiie 
Sit leitiir — = — ^ ^, entque 

A-—A- 

t+A^'A"f 

ideoqiie^ debita facta siibstitutione, habebitur: 

O O/ + w,/ -|- 71, a?/, + /t// o?/ -f- «, Xff 

Radix igitur primae aequationis per radices utriuscjue posteriom exprimi« 

tiir: tametsi harum coefficientes . tantummodo vinculo — =s üiliirili^ 

junoti^ arbitrarii fere smt ^). 

Ex. gr. I^t aequationM 

x] = 8(3x,~4), 

< =125(3:r„+4) 

pro quibus resp, 12 = — 2 et +2, r = 2 et 11, 5? = 4 et 20; ex eisqiie 

componebitur aeqiiatio 

30^ = 250<3a? + 26), 

iibi #2 = 13, r = — 9, cujus ex praecedentibus radix habebitur: 

>-g,(9.11 + 2.13)-far,,(2.9+2.13)~13jp/a:,^ _^ -^ 

«^ • n " 4L • ^ *i '^ • ^/ *"" *^ • *r// ""J" ^/ «scy, 

Innumera exhinc duci possimt coroUaria, quorum sufficiat aliqita, 
praxi magis accommodata , attulisse. 

Pouatur igitur r„=:0, /?„= 1; quo a^•am3Ä^,,4-2 atque — = -% 

u e. n^zzs.kr^ r,c=: — */2, exsistente i^ quanto arbitrario, fit, Haec vero 
aequatio juste soluta dat x„'=^ — 1 vel =«^2. Taloribus igitur his rite 
substitutis, habetur 

— nXf — nx,Xf, : « ^ .... « ^/(1+^//) 



kr -f- A:ra7,,-|r^/ + ^/^// * *^ (* +^//) 4"^/ (^Hh^//)' 



'*^) Hfiud tarnen infitiAs lYerim, inDumeros alios dari modos, aequationem propo- 
Aitaui Iq aliam numeris arbitratäfl praeditam transformare : sie ex. gr. cubka substi- 

tuendo xss ^\' '^ migrat in altam pro r» cnjos coefficientes 3 arbitrariis confinntur; 

P-vPty 

faae rero trausformationes , utut minus reguläres, potins arti Cossicae inseryiunli cum 
illarum ope innumerae pateant yiae solutiones inveniendi. 



5. Hill^ additamenta ad eonaium^ casum irredacibilem solvendü 47 

seil ^ g^ — w«'/ 



Acccpto igitur arbitrario * = 1, aequatio jt?' = (3jp + 2/i)(/2*+'**)f aubsti- 
tuende x = ■ . ^ , in hanc jr* = (3a?, + 2r)(/i* + r^ transfiinditur^ u e. n 
et r fadllimo negotii permutari potsunt, ideoqtie r<^/z limpfid sdlMrtrtu« 

tione efßcitup: (id est, pro aeqiiatioiie a?*=3ajr, + 2ß, -n^T »tatim, et 

qiiidem realiter, efßeitur; id qiiod yiilgo non n»i transformationis imagina- 
riae ope obtioent. Tid« Ekelund de express. rad« aaqf^ oub» p*14.) 

Conciona haeo transformatio ansam mihi praehuit, alterant ei:co- 
gitandi metliodum^ casum irreducibilem expedita approximatiane sol- 
y^idi, eamqne praxi magis aooommpdatam« 

Sit nempe aequatio data: 

jc^ = ax — i, 
eritque quam proxime 

com correetione circiter -^ -^ eilficiente^ sieut erolutione et eomparatione 

cum Serie celeb« Lagrange patet; v^ etiam, n major aoeurantia deside- 
ratur, hao uti licebit formula: 

quae circiter cum 2*3 .-^ ab serie celeb» Lambert differt« 9k ex. gr« 
ar*=3d? — 1, eritque statim 

X = -i + 1 . (1)"* = 0,34729314, 

quod a vero valore 

a? Ä 2*S10P = 0,3472964 

tantum modo distat diSerentia s= 0/XXX)033« 

1) Qiiando igitur a^>27** (ut in exemplo aHato), ejusmodi ap- 
proximandi formula utendo, aocurantid praxi vulgari siifficiens immediate 
hidiebitur; in casibus vero contriffüs transformatio effici^ida est: nempe 

2) Quando 27 Ä* intera^ et 3a^ cadit (i.e.qiiando a'<276*<3a'), 

ponatur a = -~, habebiturque tt'— 3o*ii + 27Ä'— 2a^=sO, quae modo 
nuper tradito resohri potente 
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3) 9uando tandem 27 A* jad 4 ö' magis accedit^ seu 3 «'< 27 *•< 4 o^, 

vel etiam, ita mutata coefficientiiim forma^ iit aeqiiatio data sit: jr's Sour-f-^ß^ 

pro qua hoc oasu i»^<Zß*<Z^^i quaeratur^ ut jam ab ioSi&cf docinmus, 

(in 1») z ex aeqoatione: 

«*c= 3ä« + 2 /•(«»— ß*), 
eritcpie 

..^ ßz 

Sit ex# gr. x^zsax — (yj , eritque «•sss 274% idcoque piiri jure ae- 

(juatiö juxta secundum ac juxta primum casum resolvi potest. Formula 
vero prima dat jr^/'a. 0,200496, ciun errore = + |(rÄ.0,0(XX)15; »ecuii- 
diis vero modus, capto ex primo u ^ssz c. 0,3472697, dat xsa /*a. 0,8845 17, 
cum errore + •"^ • 0,000035» Hujusmodi igitur £E>rmulae in oasu irredu« 
cibili solvendo primam approximationem nuUo fere negotio suppoditabunt ; 
cpiae si non sufficiat, initium ab hac duceudo, convergentissima nostra me« 
thodus ante traJita statim prhna operatione triftum largietur decimaliimi 
numenmu 

IL 

Hactenus, cjiiae solum casum irredueibilem spectant, aliata suffi-* 
piant. Priusquam tarnen redudbiteon aggrediamur ^ aHquas fractiones 
conti nuas, utrumcjue attingentes, aiFeramüs; quas quidem nuper nsita- 
tae transformatiQues nobis suppeditänt« 

1) Posito jc==:j-j— -/ atque in aequatkMiem är* — 3ap + Ä=xO «ub- 

stituto, iterum habebitiir similis ar^ — 3jp^H-ä,=5=0, eritque b,^=ib^ — 2. Si- 

thiiiter igitur ponendo x^==f^f— et *„=*' — 2, erit Ji^, — 3jf,^ + Ä„s=sO; 

et sie in reliquis« Ex hinc igitur exoritur: 

b 
X =s= r 

1 + - 



1+^'' 



Numeratores vero universi hac lege recurrente ä^^., = ij — 2, a «e 
dependeut. IJnusquisijue voro indopendenter ita exprimitur ä„ = o^ -f- ö"*^"» 

Est enim i» = ö^'- ^ + ö~'" ' + 2 = o^"^*+ ö-^""^> 2 == t"-^» + 2 , legi priori 
rouvenienter. Ut vero a j[>rima aequatlone origo ducatur , sit, pro /» = O. 
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b^a'-^a"^^ ideoque g= 9 ^ ^ ^"J^^ igitur realitas postolat ut 6>2 

Sit; id qaod casui reducibili convenit. In casu vero irreducibili optime poni- 
tur 6 = 2 cos q>, eritque aequationis 

a:^— 3.1? + 2 cos y = 

radix 

2cosqp 



X = 



. 2cos2qp 



- 2cos2^qp 

1 H 



. . 2co82*g) 
1+ ^ 



1 + etc. 

indeque casus solubiles notissimi facile eruuntur (nempe cam 2''(p = ^n). 
2) Substitntione vero, quae praecedenti inversa est, hac: 

u = ya-] — ^— 

' Uf 

in aequationem tf^— 3atf— 2/? = facta, obtinetor iterum similis 

uiS]fa.u,-2ßi = 0, 

posito /9f = y( 2 / ^ iteruraqae positis 

babebitor : 
etc.; ideoqae 

A+T7 



1 « 

}/« + etc. 
Facto vero a=l, simplicior obtinetur solutio: 

2ßi 



«1=1 + 



1+^ 



j_j_2^Mr 



l+etc, 

nomeratoruinque generatio /3,+i = y( — ^^^y? "ode calculi summatorii ope 
baec dedocitur expressio independens: 



1 2 



ßn = \y{ß+Aß'-i))+}f{ß-}/{ß'-m' 

Qnoniam vero functio ista in casn irreducibili cum illa, quam Dr. Sarras in 
Gergonne Ann. d. Math. X. p. 189. seqq. exposuit, convenit^ hanc illius 
transformationem trigonometricam , ex nuper allata independente forma ob- 
orientem, protulisse sufficiat; est scilicet aequationis 

Orelle'8 Journal d. M. YII. Bd. 1. Hft. 7 
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x'-Sx = 2 cos« 
radix 



= 1- 



Y' 






1- 






±«6^. 



'- l-«c. 

Haec Tero fviicäo in iafiiitsB extessa. tande« €«§«■ e = repracseataL q«o 
^ude« aperte radix 

1-— 



<9 

1^ 



L e. MfBfiioAe ^ndraüca r* =x— 2 solvta. x Tel =~1 Tel = — 2: ^ icitv 



fincäo eo«si|«e cosäKciCa furä. doaec pcrreatsai sü ad asnlaai 
-:^. vt ej«5 OKisK ab cH:aCe iiferat fuatitate 



iMd scpmaSe. ex. £r. ad aasvl» 2 :$3^45' pro enoR <i\001. XdiB 
hoc cat5« ^rmä^rmaüö KXstn ^ertä m isvai Teaicl 



DL 
App!ica:ioae« ad casaai redaci^iEen. 



1. F^mdbe. i^cae tnes Uimml^ foraaiK Cardaai &tae eT^risAK 






^ m 



CBH nrMcöiiK 3fi isxB Tcaöt. CSU er — _:f' misBMVM 
}> nrf* Botrcnägmf- r^— 3cjr— Zi^ = U 

fBK stm^s" <:raiT-c?xx, äöfne tHiit;> nuin^. fcaiM ou^rr •fpisääfi: -^ fanJL 
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Hae formulae, computo, aptiores sunt, cum formula Cardani laborio- 
sior fit. 

2. Aequalio x^+aa: — 6 = 0, subsidio hujus: a?(a— w) = 36, in hanc 
transfunditur: 

i. e. terminus medius semper negativus effici potest. Aeqnationes vero 

a^—ax+b^O atqne x{a+u) = 3b 
ad hanc conducnnt: 

u'-Sa'u+27b'-2(^ = 0. 

3. Vice versa terminus medius negativus in casn irreducibili positivus 
efficitur 

a) ponendo ti = |/a— ^ ^^" ^^ , atqne in ii^— 3aii+2/? = substitn- 
endo, cum ita obtineatur: 

x^+3ya.a?-|/(2(/?-a*)) = 0, 

b) ponendo a? = ^ ^ S(s^^ »^ ^ 9^^ ^^^^ hujus: a?^— 3aa?— 2/? = 0, ob- 

tinejtur J5^+3a.j5— 2)/(/9^-~a^) = 0. Debita igitur harum transformationum elec- 
tione formulae primae approximationem praeliminarem, methodis notis facillime 
corrigendam suppeditabunt. 

Majori vero cum facilitate atque libertate hoc idem efficietur, si so- 
lutionem nostram casus irreducibilis reducibili accommodavimus, quo ipso 
pateat, etiam hunc in aequationes fere arbitrarias transformari posse. 

Levi scilicet attentione perspicitur, aequationem jf^ = 3ay+2/9 casH 
reducibili, ponendo r = }f {ß^— a^) , eodem modo ac in casu irreducibili soivi 
posse, scilicet hoc: 

> = i<i 4-4). 

dummodo aequationis simplicioris 
concedatur solutio: 

s r /^ 

quae quidem hoc signo yl, scilicet yl cum puncto ex signo imaginarii 

s s 

(j=|/— 1) mutuato, quo ipso radices imaginarias adesse indicalur, ab ipsissimo 
yl casum irreducibilem altingente distinguitur. Itidem patet, naturam hujus 

s 

functionis auxiliariae ita exprimi: 

7» 
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t I 

id qsod cübilem in modom ac antea pro fanctione 1 feci. demonstrmri potesL 

z 

Corollaria exhuic inooiDera düd possnot. quorom illa. quae isüs m 
casQ uredDCibili jam expositis similia sun\ ex. gr. radioes imaginarias« data 
rea]i f.. rationaliter per haue ila exprimi: 






aliis expllcanda relinqüo. com oonnalla aJia haud ^rnendi momenti in prae- 
senü cora DO^tra indigenL 

Fonnola f = — ; 4— ]. casu a = 0. sab forma indetermiiiata 1 

sese exbibet: cajns igitur ul valor hnic casui respondens reperiator id quod 
jaxla acilatisfimaiD derivatioois ope institafuiD modam aegrius perficitnr^, ad 
aeqaatioDem auxiliarem x^—3ax^^3x — a = regrediendam est. Casus noster 

o =2 0, r = ß sappeditaf. ideoqoe a = — = 1 ; sit vero ad tej[ipas a = 1 +cii, 

eritqiie aoxiliaris illa x— 1/ = C0'3x'-fl. •» onde haec radicis evolutae forma 
perspicitur : 

X = i-tA}(0'rB](v^-retc.i 
vulgarique modo reperitar 

1 s 

X = l + |^4cü-ry2cü--fe!c. 
Est vero ß^ = f^+a\ ideoque — = 1 -f ^^^-y + etc., indeque obtinetor 



> - ii^ + \^<*+^% 



1. e. 



•/2 



qoando a = 0: id quod apprime convenil com notissima ipsias ^ = 2ß 
solutiooe. 

Exbinc materiam haurire licet fanctionem nostram ^1 penitus per- 
scrotandi. 

Ponamns eniro a= ^_, , eritque ,4« = — ^— : — -, — ; itenimqDe sit 

. 14- ' ' 

x = i+oßy ideoqoe °, sea b^i+w. , . ^ , fietque ita 

^ ^ 1+ax 1+ax ^ 
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,10 = 



>(^+'"-T+^)-^(^+'") 



'3 l-^-(l+a.)./(l-«.-i^)' 

i. e. jaxta evolutionem ipsius /l modo exhibitam 

3 



ideoque divisione per ]/(4co) institota, postmodumqoe co = posito, quo 
a? = 1 fit, erit 

•(1 + «) + •(! ~a) * 
Functio igitor nostra pro casu reducibili solvendo idonea, singularis est ra- 
dicum cubicarum combinatio, quae rite introdocta banc aequationis cubicae 
Solutionen! : 

"^\ V(r + ß) + V(r-ß) V' 

S 9 

ad ipsissimam Card an! dictam y = y(r+/3) + |^(/3— r) reducibilem , suppedi- 
tat. Ut singularis solutionem inveniendi via hoc, quod exposuimus, aestimari 
quidem potest: Quod vero hac in re maximi est momenti, hoc mihi esse vi- 
detur, proprietatem illam singularem hujus radicum combinationis non solum 
ad cubicas sed ad quascunque quadrare. 

Theorem a. Est scilicet generatim 



si functio 






/la? r= -I 1 



fnerit. 

Quoniam enim 1 ± ^ . = '"iXgfe" ' ^^® P 

'14- nÄ »• » *• » ' 

" ^ ^(i+a)./(l+6) + /(l_a)V(l-6) 

ab altera vero 



M 
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« « 

1— i«. t6 



,:!-«:-, a-«; , 


*:i-*)- 


1(1- &; 


,':i-o:-,*:i-a: , 


1 :!-»;- 1 


»'(!-*: 


j ,Vi_a:-,*:i-a: ; 


r(l-&)-l 


K1-»; 


f a-«;-iCi-«: 1 


'ci^*;-i 


rCl-*) 



id qood addidone fractioBom facta 



f" :i-a;.; (i-fc:-! .1-«).; :i-6; 



■ — s 



fit. L e. priori aeqoale. 

CorollarioB 1. i 

, «• — «• »— » 

Scholion. Desigmaado fnactioBm algebraicaB fndai 

^j X. fosctio ■ostn breTiter ita hdicare polest: 



1— j 



P« 



CorollarioB 2. 
• = f (i 



« 

Posito x= f I / j/i^ retro habeliir: 



-^1 






:i-r-r:r 



-Ci-'/ 



a-r»!^— a,x- 

1— «.x*— ■ X* 



Qaae igitar est aeqoatio m^ gndus solobilis. 
Hnic Tero similis aeqoatio 



■ — a^ X — ÄjX — •-•• 



apeile 



solri poterit ope 



4 



^6 



s X = ia, hnjosqudea iadolis 



.1— fl^ 1— >ia-,4*' 

quae quiden algebraica babenda mihi Tidetnr. com et radices indicat aeqoatious 
alfebraicae, ejusqoe omoes reales habeotis. et natorae algebraicae aeqae sim- 

pUds atqoe praestantis. ac pnecedens ix. Tel etiam ac radix poteatianim | x jam 

« 

dio ciTitate algd»raica donata. aestimanda Tidetor. Ejosmodi Tero fiiaclioaem 
aeqne simpUcem beoeqoe aotam ac radix potestatum« in Alfebram admütHido« 
casos iiredoeibiles exsolare licet: iniqoom odhi igitnr Tideretor« si d« qoae 
aeqaatiooem omnibos radicibns realibos praeditam soItü. locus in algebrae 
eiemeotis dintios aefetor« qoi sociae. qaae aeqaatiooem ana alteriTe taalom 
radice reali praeifitam soItü. jam ab initio coocessos est. 
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6. 
Geometrische Auflösung der Aufgabe: In einem Kegel- 
schnitt ein Dreieck zu beschreiben, dessen Seiten ver- 
längert durch die gegebenen Puncte A^ B^ C gehen. 

(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 



jbis seien (Taf. I. Fig. 5.) die Spitzen des Dreiecks L, M, N, so dafs LMA, 
MNBy NLC in gerader Linie liegen. Man ziehe die Linie AB^ und durch 
L eine mit ihr parallele LK^ die die Curve in K schneidet; durch K und 
N die Linie KN, die AB in D schneidet. Da nun LM, MN, NK, KL als 
die vier Seiten eines in der Curve beschriebenen Vierecks angesehen werden 
können, und die erste, zweite und vierte dieser Linien die Gerade AB in 
bestimmten Puncten A^ B und unendlich weit entfernt schneidet, wo man 
auch den Punct L annimmt, so schneidet bekanntermafsen auch die dritte 
dieser Linien die Gerade AB in einem bestimmten Puncte D. 

Zieht man nun durch D und C eine Gerade und durch L eine mit 
ihr parallele LI^ so gilt hier wieder in Bezug auf das Viereck KNLIK das- 
selbe, dass nemlich IK die Gerade DC immer in dem Puncte E schneide. 

Die Aufgabe ist also darauf zurfickgebracht , in der Curve ein 
Dreieck zu beschreiben, wovon zwei Seiten mit gegebenen Geraden par- 
allel sind, und die dritte durch einen gegebenen Punct geht. Beschreibt 
man eine Menge dieser Dreiecke, deren zwei Seiten gegebenen Geraden 
parallel sind, so sind alle dritte Seiten derselben Tangenten zu einer ähn- 
lichen concentrischen Curve. Legt man aber an die Curve LMN eine mit 
dieser Tangente parallele, und zieht durch den Mittelpunct der Curve irgend 
eine Gerade, die diese Tangenten schneidet, so sieht man leicht, dafs die 
Entfernung der beiden Durchschnittspuncte vom Mittelpuncte der Curve sich 
wie die Durchmesser von gleicher Lage verhalten. 

Diese Schlösse zusammengenommen zeigen sogleich das Verfahren 
zur Lösung der Aufgabe: 

Durch einen beliebigen Punct L ziehe man die Linie ALM und dann 
MNB; ferner durch L die mit AB parallele LK und darauf ICND. 
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Hierauf ziehe man die Gerade DC, und durch L die mit ihr parallele 
LL dann AiV'C (wo A'' blofs mit A' zusammentrifft, wenn L die Spitze des 
gesuchten Dreiecks ist), und DN'IC. und IK'E, 

Man ziehe nun IK' und lege eine mit ihr parallele Tangente an 
die Curve. und ziehe darauf vom Mittelpuncte an den Berflhrungspunct eine 
Linie. Durch den Durchschnittspunct derselben mit der Chorde und den 
Punct E ziehe man eine Gerade, und durch den Berflhrungspunct eine 
mit dieser parallele. Zieht man nun vom Mittelpuncte der Curve durch 
E eine Gerade, und legt durch den Durchschnitt derselben mit der letzt- 
genannten eine Tangente an die Curve, so ist diese mit der gesuchten 
EKI parallel. 

Manchen, den 13. April 1830. 



7. G. TAbri, sur quelques formules ginirales d'analyse. 57 

7. 

Memoire sur quelques formules g6n6rales d'analyse*). 

(Par Mr. G. Libri de Florence.) 



Introduction. 

jLi algebre presente un grand nombre de problemes, tels qua le develop- 
pement du polynome, la recherche des fonctions symetriques des racines 
des equations algebriques, relimination , etc., dont la Solution depend dans 
cbaque cas particulier des principes las plus elementaires, mais qni offrent 
de grandes difilcultes quand il s'agit de les resoudre en general. Cepen- 
dant le defaut de formules se fait sentir cbaque fois que la Solution d'un 
Probleme exige, que Ton connaisse le resultat general des Operations qu^on 
sait effectuer seulement dans les cas particuliers ; et comme cette circon- 
stance se renouvelle souvent dans Tanalyse, il en resulte une imperfection 
qui plane sur toute Tetendue de la science. Cette imperfection disparal- 
trait si Ton savait, dans le developpement d'un polynome quelconque, trou- 
ver le terme general sans quMl füt besoin de connaitre les termes prece- 
dens, comme cela parait necessaire au premier abord; car cette question 
renferme toutes celles de la möme espece que nous avons enoncees ci- 
dessus. Les geometres allemands, qui se sont beaucoup occupes de ces 
recherches, ont täche de tirer le developpement du polynome de Tanalyse 
combinatoire , dont Leibnitz avait donne la premiere idee; mais leurs 
procedes qui reposent presqu'entierement sur la partition des nombres, 
(Operation qu'on ne sait par effectuer en general) ne peuvent fournir que 
des regles didactiques, et point de formules generales. D'autres analystes 
ont ramene ce probleme au calcul differentiel et aux integrales definies: 



*) Ce memoire, et plusieurs autres qui suivent, ont 6t6 d6jsli imprimös en 1829 
k Florence k un petit nombre d'exemplaires ajax frais de Tauteur, uniquement pour 
etre distribu^es k quelques amis; mais \U sont rest^s inconnus äla librairie et au public. 

Comme cependant Timportance de ces m^moires et les recherches et id^es pro- 
fondes qu'ils contiennent, les rendent eminemment dignes d'etre offerts publiquement 
k la connaissance des savants, l'^diteur de ce Journal a demandä et obtenu de la 
complaisance de leur auteur la permission, de publier par la voie du Journal ces 
m^moires, ainsi que ceux qu*il a bien voulu promettre encore. 

Cest de cette maniäre que le Journal commence ici k publier ces excellents mor- 
ceaux. Quand on arrivera aux mcimoires qui n'ont pas eucore 6t6 imprim^s, les lec- 
teurs en seront avertis. Note de Töditeur. 

CreUe'8 Journal d. M. VIL Bd. 1. Hft. 8 
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ces methodes qui sont plus directes, exigent cependant que Ton connaisse 
les differentielles successives de certaines fonctions; et comme pour les 
obtenir il faat developper ces fonctions en series, il est clair que le Pro- 
bleme revient en derniere analyse ä ce quMl etait d'abord, puisque il fant 
calculer les termes precedens pour avoir celui que Ton cherche. Ainsi 
jusqu^a present, il n'y avait aucune formule generale, qui offrit sous une 
forme concise tous les termes dont le developpement d'une fonction poly- 
nome se compose, sans quMl füt necessaire de faire aucune Operation pro- 
liminaire. Cependant il semble que dans Tetat actuel de Tanalyse il faul 
renoncer ä tous les moyeus pratiques, comme Ton a depuis long tems 
abandonne les constructions graphiques pour la Solution des problemes; et 
que Ton doit chercher des formules generales, qui aient pour caractere 
special de resoudre la question dans sa plus grande etendue, sans qu'il seit 
necessaire, pour les appliquer aux cas particuliers , d^effectuer d'autre Ope- 
ration que Celle d'y substituer les quantites connues. Chaque fois qu'une 
formule ne remplit pas ces conditions, eile est incomplete; parceque la va- 
leur d'une quantite qui en dependrait, ne saurait dtre substituee dans une 
autre expression. 

Pour resoudre les questions qui nous occupent, nous avons ramene 
d'abord le developpement d'un polynome ä une equation aux differences 
d'ordre indefini, dont Tintegrale exprimee en serie nous a donne le terme 
general du developpement cherche: puis nous avons partage cette serie en 
autant d'autres series partielles qu'il y a de facteurs dans les termes qui 
la composent; et nous avons pu de cette maniere en obtenir la somme 
en termes finis. La formule que Ton trouve ainsi, est presqu'aussi simple 
que Celle qui exprime Tintegrale de fequation lineaire aux differences du 
premier ordre, et lui ressemble a quelques egards. On en deduit de suite 
une expression des nombres de Bernoulli, plus complete et moins diffi- 
eile a calculer que toutes Celles que Ton connaissait jusqu'a present. Ceci 
nous conduit a exposer une formule assez simple, qui sert ä developper 
par les puissances ascendantes de la variable, Tintcgrale finie d'une fonc- 
tion quelconque. 

La methode dont nous avons fait usage pour developper le poly- 
nome, sert encore ä trouver la somme des puissances des racines d'une 
equation algebrique quelconque: on obtient dans ce cas deux developpe- 
mens, qui en derniere analyse sont identiques, et on les somme de la 
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möme maniere que la serie que Ton avait obtenue pour le polynome. 
Nou8 deduisons des formules qui representent ces developpemens, une ex- 
pression generale de la somme des diviseurs d'un nombre quelconqoe; 
somme que Ton n'avait jamais pu soumettre ä aucune loi reguliere: et 
nous montrerons dans la suite comment ces mSmes formules peuvent ser- 
vir ä trouver directement un nombre premier plus grand qu'une limite quel- 
conque. Lorsqu'on connait la somme des racines d'une equation, toutes les 
autres fonctions symetriques des mdmes racines s'en deduisent: mais nous 
n'avons pas cru necessaire de nous arröter a exposer les formules qui les 
representent. Cependant nous avons pense qu'il ne serait pas tout ä fait 
inutile de donner la formule generale d'elimination, entre deux equations al- 
gebriques de degres quelconques; et nous Tavons exposee en negligeant la 
demonstralion qui est tres-facile a retrouver. 

Les formules que nous exposons dans ce memoire, offrent Tavan- 
tage de pouvoir introduire dans le calcul, sous forme finie, le resultat 
d'operations qui dependent de developpemens tres-longs a effectuer. Nous 
avons cru necessaire de les placer ä la tSte de ces recherches, ä cause des 
applications frequentes que nous en fairons dans la suite, ä Tanalyse nume* 
rique et a diverses questions de calcul integral. 



Analyse. 

Etant propose de developper suivant les puissances ascendantes de &y 
le polynome indefini 

(l+aiÄ + OiÄ^ höarÄ^+etc.)'" = l+yiÄ + y2«'*--- + yx«*+etc., 

si Ton prend la differentielle logarithmique de chacun des membres de cette 
equation, et que Ton egale les coefficiens des memes puissances de z, on 
aura la suite d^equations aux differences 

Vi = nia^', 
2^2= 2ma2+( m—\)a^y^\ 
3^3= 3ma3+(2m— I)a2yi+(m-2)aiy2; 



1. xy^, = iPma,+ ((aJ--l)w— l)a,_iyi+((a?-2)w — 2)a,^2y2+elc. 
et en substituant dans la derniere, les valeurs de y^^ y^^ y^^ etc., deduites 
des equations precedentes, on aura Tintegrale de Tequation (1.) exprimee en 
Serie de cette maniere 

8» 
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X SO so M 

et il sera facile de saisir la loi des termes, puisque le coefficient /?,, est egal 
a la somme de toas les termes precedens dans lesquels on a change x et <• 

A Taide des substitutions successives on peut toujours exprimer en 
Serie Tintegrale d'une equation anx differences; mais les formules qoe Ton 
obtient de cette maniere manquent de symetne, et ne peuvent pas aisement 
se representer ä Tesprit; pour les rendre utiles il faut les reduire ä une forme 
finie, et c^est ce que nous allons faire maintenant. 

Si dans Teqaation (2.) on reunit par groupes les termes composes de 
deux, de trois, .... de ti+1 facteurs, (en ne considerant comme facteurs 
que les coefficiens indetermines a^, aj, 03,.... a^, etc., du polynome) et si 
Ton designe ces groupes par A^^ -^3, .... A+m ®tc., on aura 

\XfnGx 

X 

l+((a:M}m-l)-?^(maJ + ((a?-2)m-2)-'^(iwa2) + ((a?--3)m-3)-^ 

I ^ iff Qp sO 

y'=\ +((a?-/)m-<)-^^(»»o,)!+etc. 

'+ ((a.-2) m-2) «^( (»"O «.("»«.) ) + (^^.3^ ^.3) «.^ (- 2m-l)a,(maJ+(m-2)a.(ma.) >^^ ^^ 

+etc. 

= ^ + A,+A, +A+i+etc. 

Maintenant le groupe A2 a pour terme general Texpression 

dans laquelle Xi roQoit successivement les valeurs 1, 2, 3, . . . . o:— 1 ; Ton 
aura donc 

^2= 2:— iwa,,((^-iri)m-iri)a,.^,, 

en integrant entre les limites Xi = i^ Xi = x. Le groupe A^ a pour terme 
general 

ou il faut donner ä Xi tootes les valeurs 2, 3^ 4, . . . . a;— 1 ; et faire succes- 
sivement iC2 = l, 2, 3, . . . . a?!— 1 ; on trouvera par consequent 

A3 = -2:2:-^-^aJ(x-a;,)»»-a;,)o^_,,(>i-«j)«»-a?2)o»,-^» 
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en integrant entre les limites 
Et en general on aura l'equation 

ou il faut integrer entre les limites 

Xi ■^ II« Xi ^- X j X2 "^ W ~~" I ^ «1/2 — ^ iCi j iPß ~~ tt "■"* »^ «1/3 — ^ »IP2 / • • • • «P^t ^-" * ^ •P» ~~ Xf^^i • 

En exprimant les integrales definies aox differences par la notation de 
M. Fourier, on aura 



• • • • 



mais comme Ton a 

^ log £ 

»,=««,=•», *ii=*tt— 1 »=i »,=»-»+1 

i: 2 2 =e 

e etant la base des logarithmes byperboliques, et que Ton a aussi par la 
notation de Vandermonde 



— — {ix'-'Xi)m-'Xi)a^.^{{xi-X2)m-X2)a^^^^ ((*P«-i--a:^)^-a?«)a,^^_j., 

= [^^{i^u-^i-'^u)m-x,)a,^^^_,^] 
(pourva que Ton suppose x^ = x) on trouvera 

^ log 2; 

L Xu-l J 

et puisque »==0? 

on obtiendra enfin 

#=««+1 x^=x,_i 

-s log i: 

en faisant tonjours 0^0 = 0;*). 



*) N0U8 aurioDS pu nous 6pargner cette r6duction, en öcrivant x^ au Heu de x 
dans tout ce qui pr^cöde; mais nous ne Tayons pas fait, k cause des difficultös typo- 
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On peut encore reduire cette expression a la forme suivante 

^ log^ J: log — ((^,-a:,+i)w-^.+i)a,,-x,+i 



u=l 



en exprimanl toujours par e la base des logarilhmes byperboliques, et fai- 
sanl X() = X. 

On sait qu'etant donnee la serie 

Ä 1 

'"^ ^+T:2+r2r3""+ir 2.3....(a:+i) +"^^' 

les nombres de Bernoulli seront exprimes par la relation 

Bj, = 1.2.3 — (x+i)y^^i. 

Si ä present on fait dans la formale (3.1 

1 ' 1 

a* = 



1.2.3. ., ,x 



1.2,3. ...(xu+l) '«+» ' 

et m = ■— 1 ; on aura 

; 2: log 2; 

. __i ?_r-J-'i ^— f ^ ^i(^±^\ 

) 1.2.3....(a:+l) 1.2.3....xV 1.2/ 1.2.3....(a:-l)V 1.2.3 1.2\ 1.2// '" 

1.2 V 1.2.3,...x 1.2.3. ..(a:-l)\ 1.2/ ^7' 

En faisant dans cette expression successivement x = i^ 2, 3, etc., on ob- 
tiendra les valeurs deja connues 

B, =-^; ß, = 2(-i + i) = i; ß2 = 6(-.V + r*2 + A-i) = 0; etc. 
Cette formule est assez simple, et le calcul numeriqoe, pour chaque cas 
particulier, en est plus aise que dans les expressions connaes jusqu'a pre- 
sent: d'ailleurs eile est generale, et fournit m^me la valear de £u = — ^, 
que d'autres formules (celle de La Place par exemple) ne donnent pas: 
nous Tavons rapportee comme une application tres-simple du developpement 
du polynome que nous venons de trouver. 



graphiques, que nous aurions rencontröes dans rimpression des formales exposöes dans 
ce mömoire; difficult^s que le manque des caract^res nöcessaires rend plus grandes 
en Toscane qu'ailleurs. 
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* 

Les nombres de BernouUi ne sont au fond autre chose que les 
coefficiens des diverses puissances de la variable dans le developpement de 
JSjs% multiplies par des nombres connus: sMl s'agissait de developper la 
foDction indeterminee ^(p{z) par les puissances ascendantes de z^ on aurait 
un resnltat assez simple que nous allons faire connaltre. 

Etant donnee requation 

y(«) = e^i+e^z + eiZ^ h e^z' 4-etc., 

eile se reduit a 

lorsque y(a) = e% el on aura dans ce cas 

ey = 1 ; ei = u; e, = ^; • •• e^ = ixk^' ^*^* 
Si Ton fait a present 

4. ^<p{z) = OiZ + OiZ^ ya^z' + elc,^ 

2ri^ = 6i« + 6,a'.... + 6,a'+elc., 
a, sera une fonction lineaire des coefficiens e^^^i, e^, e^+i, etc., et b^ sera 
une fonction semblable des coefficiens 

1.2.3....(ir-l)' 1.2.3....a:' 1.2.3....(a? + l) ' ®^^' ' 

et les diverses puissances de u, t^, u^y etc., resteront independantes les unes 
des autres^ de mdme que les coSfficiens eu, ^i, 62^ »...e^; et il ne pourra 
pas y avoir de reduction, de teile maniere que si Ton connait la valeur de 
6^, on trouvera celle de a^ en substituant 

(oü il faut faire t; = apres les differentiations) au lieu de ff. 

Maintenant Ton a -2*e"* = -— jr, et comme nous avons trouve prece- 
demment le developpement de 

^;nii = — +»i+»2W+»3tt'+etc.; 
on aura 

= biZ + b^z'^ t-6a.a*+etc., 

et par suite 

l.^«o*.*«M/ x.^.o..*.*c 1. • äd miß • • » »HR 
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Si l'on subslitue dans cette equation -^f-~ &u lieu de tf ^ on aura en 
general 

^' ~ 1.2.3....a:V dv'-^ +y» dv- +^' rfiP+i ~+®^^>'- 
Ce coefficient peut aassi s'exprimer en termes finis de cette maniere 

pourvu qu'en developpant on change (— -^"-) en — ^^<-, comme on le 

fait pour d'autres formales de la memc espece. Alors en substituant dans 
Tequation (4.) les valeurs de a^, »2, a^^ etc.^ exprimees de cette maniere, 
on aura la formule 



(d.fpjv) \-l 



^^ ^ ^ di; ' 1.2V dv >' * 1.2.3....a?^ di; >' 

"* dv ' \ dv' \ 

e -\) e -\) , 

dans laquelle il faut changer \—j-^) en — '^ ^ apres avoir developpe, 

et faire v = 0, apres les differentiations. On pourra developper de la mdme 
maniere ^<f{z); et en gcneral JS^^yf«}. A"y(3\ etc. 
Etant donnee fequation 

iP"— a,,r" *--a>,r" "■•••• — «„ = 0. 
si Ton exprime par P^ la somme des puissances m"" de ses racines. on a 
toujours 

5. Pm = (iiPm-i + (iiPm-2 hwa«.- 

et par suile „ d . o , ,^ 

etc., 

el si Ton substitue ces dernieres valeurs dans Tequation ^5.; il en resultera 
la formulo 

dans laquelle le coefGcicnt ji, se forme en changeant m en / dans tous les 
termes precedens . et negligeant tous les coefficiens numeriques externes. 
Si Ton avait commeuce par substituer les valeurs de P^« P>. P^^ etc.. dans 
requation ^5.'. on aurait obtenu Texpression 
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qui ne differe de la precedente, quo par la disposition des termes dont eile 
se compose. 

On doit observer que ces formules soiit exactes seulement pour 
des valeurs de m entieres, positives, et plas grandes que zero; et quMl 
faut s'arrdter lorsqu'on trouve des coefficiens a indices plus petits que Tu- 
nite. Lorsque m = 0, on a Po = ii^ et si m a une valeur negative, on 

divisera Tequation proposee par a«a?% et en faisant — = yy on cherchera 

la somme des puissances — m""^ des racines de la nou volle equation en y qui en 
resultera. 

Si Ton decompose la serie qui exprime la valeur de P^, en autant 
de series partielles qu^il peut y avoir de facteurs algebriques, on aura 

_ . + (w-l)a„»i(ai) + (m-2)a«_2(a2) + («»-3)a«_3(a3)+etc. 

+ (iii-2)a«_2 (öl) (öl) -4- (»* — 3) a„.3 {(hai + (h (h) +etc.( 
+etc. 

et on trouvera aisement, comme on Ta fait pour le polynome, 

2! log £ 

en faisant toujours ma^m. 

II est clair que Ton pourra ecrire aussi 

-S log ^ 2: log «,.—.+1 

Pm = ff^rn+H e {m-mi)a^^e , 

et ces deux expressions seront equivalentes. En appliquant cette formule 
a requation 

et en indiquant par /{n) la somme des diviseurs de li^ on aura par la 
notation de Vandermonde Texpression 

CreUe*8 Joarnal d. M. VlI. Bd. 1. Hft. 9 
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f{.n)-n = 



II r(,[i»fi»-l][0] -[i»+i»-2][0]-[»+i»-3][0]...±[»+ii-4(3s'±a:-l] [ 0]...etc.); 
If ,«-1 >|-([«^i.-3][0]-[n*i.-3][0]-[i.+i.-4][0]...±[ii+ii-4(3.'±5)-2] [ ]:.etc.)| ((WCOH^-llEO])) 

dans laquelle la loi des termes est manifeste, quisqae le coefficient A^ se 
forme en changeant en m la seconde h comprise entre les crochets des 
faclorielles . dans Ions les termes qui le precedent . et en faisant n = ir dans 
Ions les exposans de ces m^mes factorielles: pourvu que Ton egale a rnnile 
Ions les co^fficiens numeriques externes Jels qae m. m— 1, m— 2. etc.) des 

termes pröcedens. Ainsi par exemple un terme de la forme ±>— «. [»-r»— *— IjlO]* 
se changera en celni-ci + ^n^n— *— r[0]- II est dair que tontes ces se- 

rie« s'arrtMeront lorsqne dans un terme queconque de la forme [ii-f .-1— 1] [0\ 
.4 sera an nombre entier negatif. 

Ainsi par exemple en faisant dans cette formnle successivement it = 1, 
ff = 2« II = 3« etc. on anra 

/ 1^ = 1- l' IV-^ ÖT = 1-1-1 = 1. 



= a -a^^JI -2-0-3-1 2-1=2-0-1=3. 



► ti 



s 



/ 3=3-35" iV - "4" \V - 3' "iV -2 "4* 0" - 3' iV - •>' tV -3~ W - "2' 0' 
_ -^V "iV - "2" XV "4" \V _ -3" "iV - 2- 0' - '3' iV - ^2- iV - 

■ ^_^_ ^.^«. •.«^'_ ^_^s ^^«i« fc— fc— »w^^ 

= ^-*'^v:;*;s-t|-^ -*^vr|-3-*' 3-1-3-1 ^,-^-1-3-1 *) 
= 3-3 lO-*-3 -2 6-4 2-2 6-4-4 =3-3-S-4 = 4 

«"tr. 

j* - .4; j'- -.4: j*-" -.4,-0. 



• iv:v> h:% — 



^r" Äe «55 rerin«^ ob Jinrai: 
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•«=«+1 *»=**—! 

H log Z 

Etant propose d^eliminer y entre les deux equations 

y" + eiy— i+e,jf— ' + e« = 0; 

r + 6i»"-' + 6»»-' +6. =0; 

requation r^sultante apres relimination sera celle-ci 

^P A 

Dans cette formule A^, represente le coefficient de z^ dans le d6ve- 
loppement de la fraction 

6, + 26,g+363g' +fi6ng''^^ 

1 + 6^«+ 6,a* + 6„a» ' 

et F, exprime la somme des puissances — 9°"^ des racines de requation 

r+«i!^""'+^2y""' +e«, = 0; 

et comme les vaieurs de A^ et de P^ peuvent se deduire des formules que 
nous avons trouvees precedemment, on substituera ces vaieurs dans requation 
(6.) et le Probleme sera resolu completement. 



Nous avons trouvä depuis long-temps las formules dämonträes dans ce me- 
moire: elles ont öt^ exposöes dans deux mämoires que nous avons präsentes en 1823| 
et en 1825, ä TAcadömie Boyale des Sciences de Paris. 
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8. 
Neuer Beweis der G au fsi sehen Formeln in der 

sphärischen Trigonometrie. 

(Von Herrn L. Feldt, Prof. der Math, zn Brannsberg in Ost-PreoTsen.) 



\? ie wichtig in der sphärischen Astronomie die vom Herrn Professor Ritter 
Gaofs zwischen den 6 Stücken eines Ranmdreiecks entdeckten Relationen 
sind« zeigt die ganze Theoria motus genogsam. Der Unterzeichnete glanbt 
daher nichts Unnützes zu unternehmen . wenn er zu den verschiedenen Re- 
weisen dieser eleganten Formeln noch einen, und zwar — wie es scheint — 
minder bekannten hinzufügt. 

Rezeichnet man die drei Seiten eines sphärischen Dreiecks mit a^ b. e, 
die diesen Seiten in derselben Ordnung gegenüberstehenden Winkel aber mit 
A, B, Cy so ist bekanntlich 

I sin .4 [sin 6 + sine] = sin a [sin ff + sin C], 
a. |sinß[sina + sinc] = sin 6 [sin ^ + sin C]« 
(sinC[sina + sin6] = sinc[sin.>l + sinß]. 
Setst man nun z. R. in der ersten der vorstehenden Gleichungen 

sin^ = 2s\Ji\Acos\A. sma = 2sin^acos|a; 
verwandelt die Summen und Differenzen der Sinus in ihre Producte. so ist 

. sin^a cos ja __ %\n\A cosj.4 

^ Um4(6-rO cos^C6~c) "" C08i(Ä— C) sinl(Ä-rO' 
' ' j sin^a eosja _ eosjil $10^.4 

'sin 4(^—0 cos4(6-rc) ~ sini(Ä— C)" cosl(Ä+0' 
Dafs jede von den vorstehenden Gleichungen [ß,) das Product zweier 

Gaufsischen ist. bedarf keiner Erinnerung. 

Der Kaiserl. Astronom und Rector der Universität in Wilna« Herr 
Professor Ritter v. Sniadecki. übergab den 24sten März 1811 der Kaiserl. 
Academie der Wissenschaften in Petersburg eine Abhandlung, in welcher 
er auf eine sehr bündige Weise zeigt, dafs die von Gaufs in der Theoria 
mot. corp. coelest. aufgestellten und daselbst bei sehr wichtigen astronomischen 
Aufgaben angewandten Relationen, die auf den einfachsten Ausdruck zurück- 
geführten Cagnolischen seien. In der dritten Ausgabe seiner sphärischen 
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Trigonometrie, worin sich zugleich eine recht schöne Ableitung aller Pa- 
rallaxen befindet, bemerkt Sniadecki ausdrücklich *), er sei, als er den Be- 
weis der gedachten Formeln noch kärzer geben wollte, auf die Producten- 
formein {ß.) gekommen, habe aber aus ihnen die G auf si sehen Gleichungen 
nicht erhalten können. Meine Absicht ist nun, in dem Folgenden zu zeigen, 
wie aus den obigen von Sniadecki angedeuteten Productenformeln die 
Gaufsischen Gleichungen dennoch erhellen. 

Zuvörderst mögen noch einige Ausdrücke hier stehen, die man nur 
selten in unsern Lehrbüchern angedeutet findet, die aber dennoch leicht aus 
der Fundamentalgleichung der sphärischen Trigonometrie erhalten werden. 
Es sind folgende: 



sin^^sin^ß 


1 II II II II II 


Bini(a+6- 


-c). 


cos|ilcos^jB 

bId^C 
eos^ilcos|(7 

Hin^B 
cos^^cos^C 

BlU^A 

coB^^sin^jB 

COB^C 

cos^ilsinlC 
cosj^iB 

coQjrBsmiC 


= 


Bmi(a+b+c) 


sinAO 
eiu^ABin^C 


sinc 
8ini(a+c- 


-6). 


sine 


siniB 
sin^jBsin^C 


sinb 

sina 
8in|(a4-c- 


9 

-6). 


sin 6 
8ini(a+6+c) 


sin^il 
sin^iicosijB 


sina 
8ini(6+c— a) 


cosiC 
Bin^Acos^C 


sinc 


9 
-c). 


sine 
8ini(ft+c— a) 


co&^B 
Bin^jBcoBjC 


sin6 
8ini(a+6- 


? 

-<^). 


sin 6 
8in|(a4-c— 6) 



co&AA 



Bina 



COS^il 



Bina 



Dieser Ausdrücke, die hier Yerwandlungsformeln genannt werden mögen, 
hat sich auch Puissant in seiner Geodesie zur Ableitung der Gaufsischen 
Gleichungen bedient; uns werden sie nicht minder bei der Trennung obiger 
von Sniadecki angedeuteten Productenformeln von Nutzen sein, wie sich^s 
sofort zeigen wird. 

Man nehme die erste von den Gleichungen (a.), und zwar zunächst 
mit dem obern Zeichen, so findet man, wie leicht zu sehen, die Produc- 
tenformel : 

y. sinw4sin|(6 + c)cos J(6 — c) = sinasin|(ß+C)cos^(ß— C). 
In dieser Formel lassen sich nun mittelst der obigen Yerwandlungsformeln 
die zwei in ihr vorkommenden Gaufsischen Gleichungen leicht absondern. 



*) Trigonometrya kulista analytieznie toytozona, zprzystozotDaniem do rozmiam ziemi 
% do zadan astronomicznych przez Jana Sniadeckiego, Warszatoa 1820. (In's 
Deutsche übersetzt von L. Feldt. Leipzig bei Schwickert. 1828. pag. 23. 
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Setzt man nämlich in der Productenformel (y.) 

sin^iB+C) = .^^[sini(a+(6-c)) + slni(a-(6-c))], 

so verwandelt sie sich, nach gehöriger Entwickelung, Zusammenziehnng und 
Weglassung der gleichen Factoren auf beiden Seiten, in diese: 

8inil8inA(ft+c) . , wo i^x 

2C08M = 8.niacosi(ß-Cj, 

aus welcher, wenn man nun noch 

sin^ = 2sin|.4cos^^ 
setzt, sofort folgende Gaufsische Gleichung erhält: 

I. sin^Asini {b-\-c) = sin|acos}(J?— C). 

Eben so leicht wird nun auch die zweite Gaufsische Gleichung erhalten; 
denn wird in der Productenformel (/.) 

cosi(J?-C) = JiE^[8ini(a+(6+c)) + 8in((6+c)-a)] 

gesetzt, so ist bei einer der vorangehenden ähnlichen Behandlungsweise 

II. cos J^cosi(6 — c) = cos^asin4^(ß+C). 

Ferner ist leicht zu sehen, dafs wenn man in der ersten von den Glei- 
chungen (a.) das untere Zeichen nimmt und in der sich ergebenden Pro- 
ductenformel 

sin^cosi(6 + c)sini(6-c) = sinacosi(ß + Cjsin}(ß-C) 
erstens : 

cosiiB+C) = ig^^[8ini(a + (6 + c))--sini((6 + 0-«)]; 
dann : 

ainUB-C) = ^^[sm^{a + {b-c))-smi{a-ib-c))] 

setzt und auf die nun bereits bekannte Weise verfährt, folgende zwei Glei- 
chungen erhellen werden, nämlich: 

ni. cos|^sini(6 — c) = siniasin^(ß— C), 
IV. sin^^cos^(6 + c) = cos^acos^ (ß+C). 
Die vorstehende Entwickelung zeigt, dafs die eben angedeuteten Verwand- 
lungsformeln oft von nicht unbedeutendem Nutzen werden können; sie ver- 
dienen daher auf jeden Fall in unsern Lehrbüchern angeführt zu werden. 

' Um bei dem Gaufsischen Gesetze alle Combinationen von Seiten 
und Winkeln zu haben, setze ich noch die übrigen acht Formeln her. 
Aus der zweiten von den obigen Gleichungen («.), nämlich aus 

sin ß [sin a + sine] = sin 6 [sin ^ + sin C] 
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« 

erhält man folgende vier: 

V. sin ^B sin i(a+c) = sin^bcosHA — C)^ 

VI. cos^J? sin |(a—c) = sin^bsini{A—C)^ 

VIL cos^J?cosi (a—c) = cos^bsin^{A + C)^ 

Vin. s\n^Bcosi{a+c) = cosi6cosi(^ + C); 

aus der Gleichung 

sin C [sin a + sin 6] = sin c [sin .4 + sin ß] , 
aber diese: 

IX. cosiCsini(a + 6) = sin ^ccosi(.4— J?), 
X. cosiCcosi(a— 6) = cosi^csin^(^+J?), 
XL cosiCsini(a— 6) = sin ^c sin ^ (-4—5), 
XII. sin I Ccos i (a + 6) = cos ^ c cos ^ (.4 + B). 
Auf die vorstehenden Formeln ist bekanntlich aufser Gaufs auch noch Moll- 
weide*) und Delambre^ gekommen. Delambre leitet diese Formeln 
wie es scheint auf einem Umwege aus den Nepper^chen Analogien ab. 
Aufser dem schon erwähnten Sniadeckischen und Puissantschen Beweise, 
fährt auch noch Servoir einen ^^*), der aber, wenn man von den in diesem 
Aufsatze hier angewandten Yewandlungsformeln Gebrauch macht, noch etwas 
eleganter ausfallen möchte. Dafs äbrigens die Gaufsischen Formeln sich 
noch auf verschiedene andere Arten entwickeln lassen, darf nicht erst er- 
wähnt werden. 



*) Monatliche Gorrespondenz von Zach, XVIII. Band, Seite 394. ff. 

**) Connoissance des tems. 1809. pag. 45. 

***) Annales de Math^matiqueSy par Gergonne. Tom. IL pag. 86. 
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9. 

Potenzial- oder cyklisch-hyperbolische Functionen. 

(Von Hrn. Prof. Gudertnann zu Cleve.) 

(Fortsetzang der Abhandlung No. 1., 14., und 28. im vorigen Baude.) 



L 
Tabelle der Längezahlen (mit sieben DecimalzifFem) aller Kreis- 
bogen für den Radius = 1 von Minute zu Minute nach beiden 
Kreis-Eintheilungen, behufs der Zurückfuhrung der hyperbolischen 
Functionen auf die cyklischen und umgekehrt. 
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10. 

Bapport sur un ouvrage manuscrit de Mr. Ostr ogr aski, 
intitulä „Cours de mäcanique Celeste."*) 



INSTITUT DE FRANCE. 

Academie royale des Sciences. 

Le secrätaire perpätuel de rAcadömie pour les sciences mathömatiques certifie que ce 
qui suit est extrait du proeös verbal de la siance du Lundi 25. Octobre 1830. 

JxLr. Ostrograski^ de rAcademie de St. Petersbourg, a fait en cette 
ville, il y a pres d'un an, an conrs de mecaniqne Celeste, dont les douze 
premieres le9on8 redigees par Tantenr, ont ete presentees par lui a notre 
Academie. C'est de cet ouvrage manuscrit que nous avons ete charges de 
rendre compte. 

Le point de depart de Tauteur est requation generale du mouvement 
d'un Systeme de corps qui resulte du principe de D'Alembert combine 
avec celui des vitesses virtuelles. Quoique D'Alembert eät donne le 
principe de dynamique qui porte son nom, pour r^duire tous les problömes 
de mouvement a de simples questions de statique, cependant on ne pensa 
par tout de suite a le combiner avec le principe general de requilibre qui 
etait connu depuis long-temps sous la designation de principe des vitesses 
virtuelles, et ce fut La G ränge qui imagina cette combinaison, vingt ans 
apres la publication de la Dynamique de D'Alembert; ce qui le conduisit 
a une formule generale dont il a fait depuis la base de sa mecanique ana*- 
lytiqne. Cette formule renferme, comme on sait, les variations des coordon- 
nees de tous les points du Systeme, compatibles avec les conditions qui lient 
ces points entre eux. Mr. Ostrograski applique ces variations aux constantes 
arbitraires que les integrales des equations differentielles du mouvement ren- 



*) Le joamal donne ici le rapport fait k rinstitut de France sur an ouvrage v6- 
ritablement digne de Vattention gönörale. L'auteur de cet ouvrage, Mr. Ostrograski, 
a bien vouju faire espörer k r^diteur du Journal qu'un extrait de Touvrage, ou Fou- 
vrage m6me, lui sera communiqui. Dans ce cas le Journal le prisentera k ses lecteurs. 

Note de Töditeur. 
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fermeront dans cbaque cas, et dont les coordonnees des mobiles sont des 
fonctions implicites. Cette idee digne de remarque appartient a Tauteur. U 
en deduit immediatement la proprieti connue, d'apres laquelle une certaine 
combinaisoD dea coordonnees et des vitesses de tous les points *dii Systeme, 
differentiees par rapport aux constantes arbitraires (l.)? est une qnantite in- 
dependante du tems, toutes les fois que la somme des forces qui agissent 
sur ces points, multipliees cbacune par Telement de sa direction, forme ane 
differentielle exacte. II en deduit aussi les principes des forces vives, du 
centre de gravite et des aires, en considerant specialement la constante ar- 
bitraire qui est ajoutee an tems, lorsque les forces et les conditions du Systeme 
ne dependent pas de cette variable, et les constantes arbitraires, relatives a 
Torigioe des coordonnees et a leurs directions, dans les cas d*un Systeme 
entierement libre ou seulement libre de tonmer autour de cette origine. 
L'auteur suppose ensuite que de nouvelles forces qui n^ont pas besoin de 
satisfaire, comme les precedentes, ä la condition dMntögrabilite, sont ajout^ 
ä celles-ci. Suivant le principe fondamental de la Variation des constantes 
arbitraires, ces forces perturbatrices fönt varier les constantes contenues dans 
les integrales relatives aux forces primitives, de maniere toulefois que les 
expressions des coordonnees et de leurs differentielles promieres ne soient 
pas cbangees. C'est de ce principe et des eqnations differentielles du mau<- 
vement dans lesquelles on a introduif^les forces perturbatrices, que Ton oon- 
eint les differentielles de ces constantes. L^auteor fait connaltre le Systeme 
d'equations lineaires que La Grange a donnees de cette maniere et ^ui ne 
laissent dans cbaque probleme particulier que des eliminations a effeotner. 

Ces theories generales sont exposees avec clarte dans les cinq pre- 
mieres le9ons de Mr. Ostrograski. II en fait ensuite rapplication spe- 
ciale au mouvement eiliptique d'une planete autour du soleil, troublee par 
Taction d'une ou plusieurs autres planetes. U obtient ainsi les diffepentiel- 
les des six elemens elliptiques, savoir, le grand axe, Texcentricite, la Ion- 
gitude du peribelie, celle de la planete a une epoque determinee, rincli- 
naison de Torbite et la longitude du noeud ascendant, a quoi Ton doit 
ajouler le moyen mouvement qui se deduit du grand axe par la 3® loi de 
Kepler. Ces differentielles sont exprimees comme on sait, au moyen 
des differences partielles de la fonction provenant des forces perturbatri- 



(1.) Nouveaux mömoires de notre acad^mie, page 9. du 1«' volume. 
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ces, lesquelles differenoes soot prises par rapporl aux elemens elliptiques, 
et multipliees par des coeffioients qui ne renferment pas le temps explici* 
tement bod plus que les longitudes de Tepoque et du perihelie. Gelte 
fwme est la plus simple, dont les difförentielles des elemens ellipliques 
soient svsoeptibles; mais les geometres n'y sont parvenus qu'apres soixante 
annees de travaux reroarquables par la variete des methodes qo'ils ont 
inagin^s poor vaincre les difficuUes que presenlait le calcul des perlur-* 
bations planetaires, et parmi lesquelles il faut compter, surtout, Tappari- 
tiou da tens, dans ces formules, en dehors des signes periodiques; circon- 
stance qui les aurait rendues fautives, au beut d'on tems considerable, et 
qui aurait öte Tespoir de former jamais, d'apres la tbeorie, des tables des 
planetes applicables aux siedes passees et futurs. Oo doit fixer rorigine 
de ces efforts de Teaprit humain^ au memoire d'Euler sur les perturba- 
tions de Saturue et Jupiter, qui remporta le prix de notre aucienne Aca- 
demie pour Tannee 1748 et ou Ton trouve les differentielles de rinclinai- 
8oa et de la longitude du noeud, conclues de la coasideralion que le plan 
de Torbite mobile est tangent a chaque instant a la trajectoire de la pla- 
nete; ce qui est, en effet, le principe de la Variation des constantes arbi-^ 
traires. La tfaeorie de cette Variation a|)pliqaee aax Clemens elliptiqaes 
des pimietes et des satellites, s'est ensuite perfectiomiee successivement 
^'usqtt'a Tannee 1808, oü La Grange et Laj^lace ont preseate a une 
motte seance du Bureau des Longitudes, leurs formules dtees plus haut 
que Ton peut regarder comme definitives. La Grange les a deduites d'au- 
tres formules tres elägai^es qu'il ne donna d'abord que pour le mouve-* 
ment d'un: point attire vers un centre fixe, suivant une loi queleoaque et 
quHl etendit peu de temps apres au mouvement de tous les systemes de 
eorps. Quant a Laplace, il avait deja presente sous la forme dont il 
s'agit les differentielles de rinclinaison et de la longitude du noeud; on 
trouvait aussi dans sa mecanique Celeste, une relation, sous la memo forme, 
entre les differentielles de Texcentricite et de la longitude du perihelie, et 
Tun de nous venait d'en obtenir une semblable entre les differentielles 
du p^rihilie et de T^lement qu'on appelle la longitude de Tepoque. En 
joignant ces quatre formules ä Texpression de la differentielle du^grand 
axe, oomme depuis longtemps et due a La Grange, et observant que la 
differentielle de la fonction provenant des forces perturbatrices prise par 
rapport aux six elemens ellipliques est egale ä zero, Laplace a forme 

13* 
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six equations dont il a tire des formules qui colncident avec celles qoe 
La Orange obtenait en m6tne teros par un moyen si different (!.)• 

L'usage principal de ces formnies est leur application immediate an 
calcnl des perturbalions des cometes, qni se determinent par les quadra-* 
tu res pour chaque Intervalle de tems compris entre denx retours consecutifo; 
elles fournissent sans difficnlte, les equations difförentielles d^ou dependenl 
les inigalitös seculaires, seit des excentricites et des perihelies des planetea, 
seit des inclinaisons et des noeuds de leurs orbites. Les le^ons doni noas 
rendons compte se terminent a la forroation de ces equations et a leur int^ 
gralion par les mötbodes connues que Tauteur expose avec tons les deve- 
loppemens convenables. Relativement aux inegalites periodiques, il s^est 
borni, dans cette partie de son cours, a faire connaltre le mcyes que rnn 
de nos commissaires avait deja indique (3.), et d^apres lequel on peut cal*- 
culer, par une double quadrature, le coSfficient de chaque inigalite dont Tar- 
gument est dMenninö. Ce moyen se presente naturellement a Teqirit, et 
tout le mörite appartiendra ä celui qui en fera rapplicatioa et qui exöcutera 
les penibles calculs quil suppose. II paralt que Mr. Hansen, savant astro- 
nome de Gotha, se propose d^en faire usage dans sa tbeorie des perlar- 
bationa, dont les N**166., 167., 168. du Journal de Mr. Schumacher rea- 
ferment les prindpaa et les formules analytiques. Mr. Hansen preaente sa 
methode fondöe sur le moyen de calcul dont nous parloas, oomme propre a 
eiqprimer en siries suffisamment eonvergentes les pertmrhatioBS des plaaelea, 
quelles que soient les excentricites et les indiBaisou, et eomme af^licaUe 
par eoas^Mit aux petites planetes deeouverles daas le 19* siede, et memo 
aux cemetes, lorsque leurs Clemens dliptiques a mie epoque fMtermiaee oat 
ete Sxes par Pobaervation. Ds en suhnrmt donc qu^en regardaal eomme ut^ 
sensible, la resblance de TEther, ou bien en la sapposant ditermiaee par 
nie asaei longie saite d^obaervatioas poar chaqae eomele, ob poanralt 



(L) Lee trois AquaÜOBS difffiraitielles aeeondes du monvement d'uae plante ae 
trouvent aiam traaafimntes en six ^uationa difffarealidleB da 1* ordre, ee qui n'ea 
read pat Pintteralion pfam fiieile. & la foncüwi pertarbatriee est 4gale k aae coa- 
Staate donnfei oiviate par le rayon veetmir de la plaatte tronbMei ee sjattme de aix 
Aqaatiotta quoique trte ecmipliqai, devra pouvw a^t^grer com|JdtBmeat; ear akia 

troabM awa eaeoie un aKMivemeat dUptiqae; el ks <Mm ea a primilifr 
par eoaa6queal aoua forme fiaie ea fimetfoaa du temps el des aoaveaax 
leaa qai aeroni les eoaalaatea arbürairea de eette iat^ralioB. 

\%) Page sa du volame dM plas baat 
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former des tables du mouvement de ces astres, coroprenant lears revolutions 
successives, passees et fatares ; resultat qui changerait totaleroent leur theorie, 
en rassimilant a celle des planetes et de satellites, et qui serait surtout d'une 
grande utilite a Tegard des deux cometes a courte periode, nouvellement 
observees. 

La lectnre altentive que nous .avons faite des ]e9ons de Mr. s tro- 
gras ki, nous a prouve que cet habile professeur s'est rendu propres par 
de profondes etudes, les methodes les plus generales dont la oi^canique Ce- 
leste s^est enrichie dans ces derniers tems et dont il a Ini möme simplifie 
rexposition. Nous lui devrons de la reconnaissance pour avoir communique a 
ses compatriotes les lumieres qu^il a puisees dans les ouvrages des savans 
fran9ais, et les amis des sciences verront avec plaisir qu'il ait trouve dans 
son pays quelques auditeurs asses instruits pour etudier, sous sa direction, 
des matieres anssi elevees et d^un acces aussi difficile. 

Nous pensons que Touvrage de Mr. Ostrograskiest digne des eloges 
et de Tapprobation de racaderoie. 

Signe Arago, Poisson, Rapporteur. 

L'academie adopte les conclusioDS de ce Rapport. 

Certifie conforme: 
Le seerötaire perpötuel pour les scienees mathömatiques 

F. Arago. 
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IL 

Aufgaben nnd Lehrsätze, 

erstere aiifsalöseii, letslere %u beweisen. 



(Von Herrn Dr. Magnus zu Berlin.) 
Aufgaben. 

1. Jbis md drei Kreislinien K^K^K^^ deren Mitteipnncle (\C^Cz sind, in 
einer Ebene gegeben. Es sollen anf jeder dieser Kreislinien drei Punde 
11,61^1^ OilhCt nnd a^b^c^ angegeben werden, so dafs: 

Istens die Radien CiOi, CtOz, CyOz oder ihre Verlingernngen sich in den 

Schwerpancie des Dreiechs OiOiaj schneiden, 
2lens die Radien C^fri, Ctih* C^b^ oder ihre VerlAngemngen dnrch den 

Mittelpnnet des in 616263 eingeschriebenen Kreises gehen, nnd 
3lens die Radien CiCi. Cifh. C^c^ anf CjCj, CiC^« CiC^ respective senk«* 
recht seien. 

2. Es sind vier KngelfladieB SiSiS^S^ gegeben, deren Mittelpuncte 
CxCiC^C^ heifsen. Es sollen anf einer jeden dieser Flädien drei Punde 
ai6iCi* «x6xC^, <h^<o? ^464«! beslinmit werden, so dafs: 

Istens die Radien C^Ox^ Qi^ht C^^ht C*^* oder ihre VerlingOTungen sich 
in dem Schwerpuncte des Tetraeders aiOiiha^ schneiden, 

2tens die Radien C|6i, €^62, (^63« C464, oder ihre Verlingernngen durch 
den Mittelpnnet der in 6^626364 eingeschriebenen Kugel gehen, und 

3tens die Radien CiC|, CzC2y CyC^^ C^c^ auf den Ebenen c^CyC^^ CiCjC^^ 
C1C2C4, CiCjCs respective senkrecht seien. 

(Auct Dr. C. J. D. Hill, Lond. Gotb.) 
Theoremata demonstranda. 

3. Integrale definitum 

yrf» x^+2axcos» + a')^cos>»-»a^) = !1^'1Z^\ - 
u jT'r.f'Qii— r) 

pro r = numero quocunque integre positive valet , exsistente x >a^ 

tang<p = — ^^^ , /"a = r(1+a) apud celeb. Legendre. 

Coroll. Sumto x = a^ obtinetur integrale a celeb. Ganchy jam 
(in Fernssac, Bulletin des sciences mathematiques 1825, No. 250.) 
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proposilum 



4. Aequatio differentialis 

elliplicae (l-c')<fF+ ^~ * dF-F=0 simUlima, integrari polest. 

c € 

5. Data resolutione (particulari) alterius utrius haram aequationam, 

ubi p data est ipsius o? functio, et dy = -^ : 
a) rfr+r'-'l±pr = 0, 

<^) d^ytpäy-y = 0, 

«) rf'* = 4Ä+pi/((rfÄ)^-40, 

reliqaae omnes etiam resolvuntur. 

6. Aequatiooes redoctae, quarum ope aequatio lineariler differentialis 
solvitur, nonnisi hujus ipsias aeqoationis solutionem specialem postulant. Sic 
ex. gr. tarn aequatio gp 4. — t) 

4! 

tum sua ipsius reducta 

d^ss + 4pdi+2dp,!6 = 0, 

X XX 

ut complete solvantur, nonnisi solutionem prioris specialem (^o) requirunt. 

7. Generatim aequationes lineariter differentiales , unica ordinis unius 
cujusque solutione particulari concessa, complete resolvuntur. 

8. Data quadam aequatione lineariter differentiali , aliae etiam ejus- 
dem ordinis, et quidem tot, quot ordo hie indicat, inveniuntur, quae vinculo 
quam maxime necessario cum ipsa et invicem conjunguntur (ex. gr. in secundo or- 
dine functionis ellipticae £ et F). Quarum quidem aliqua data, reliquarum coef- 
ficientes determinantur ope aequationum, quae generatim ordinis sunt proxime 
inferioris. 

9. Omnis formula differentialis tiujusmodi /{da?log/{'logiR"^ existen- 
tibus RyB!,R" rationalibus, integrari potest ope functionum elementarium rea- 
lium, quarum nulii argumentorum numerus triadem superat. 
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10. / xdx\og{B\nxy = ii^7r^log2, exsistente ±n numero integro^ 

n = 3,14159 , / = integr. defin. intra limites et nn. 

Problemata resolvenda. 

11. Disquiritur^ num integrale definitum in Th. I. exhibitum pro qao- 
cunque ipsias r valore iromutatoro valeat. 

12. Indolem functionis, datae aequationi lineariter differentiali partica- 
lariter salisfacientis, perscrotandi modum exhibere, ipsamque fanctionem quotis 
ex jam notis componitur, determinare. 

13. Fonctiones elementares in theor. 7. roemoratas, accuratias definire. 

14. Ex aequationibus linearibus, quae oriontar ex \c^^c^'-c^_^^ 

ponendo r = 1, 2, 3 14; ex ^c^^ = Cr—CiUi^r-^^iiA^t^ ponendo 

r=l, 2, 3 9; atque ex ^Cj^ = c^— w-r+Ci^+r— C24-r+^4+r^ ponendo 

r = 1, 2, 3 5, quantilatum c tot, quot fieri polest^ per reliquas definire. 

15. Valores quantitaturo 6 et a reales numeris ad decem saltem locos 
decimales approximate, exhibere, quae bis aequationibus satisfaciunt: 

s«' v»> s^ 

sina.cosi — y,sin2a.cos26 + ^8in3a.cos36 = et 

cosa.sinÄ — y,cos2a.8in26+y,cos3a.sin36 — .... = 0, 
existentibus sinx et coso? sinu et cosina trigonometrico, atque sinx et cosa: sinu 

et cosinu byperbolico, seu 2cosa? = e'+e"', 2 sin x = e*— e"', 6 = basi naturali. 

16. Data functione f^ invenire functionem (p ex aequatione 

ff \ ^f^ 

if{fx) = y^— ^. 

(Von Herrn Dr. Siem zu Göttingen.) 

17. Theoreme. Si p est un nombre premier de la forme 
6« + l =0^+276^, on aura toujours 

(ii + l)(ii+2) 2ii = -(2i»+l)(2ii+2) 3« (mod.p;. 

Par ex. si p = 31 = 6.5 + 1 = 2Hi27. 1% 6.7.8.9.10+11.12.13.14.15 
est divisible par 31. 

18. Probleme. On sait que la somme des termes appartenants a la 
periode d'un nombre premier p est toujours = mp (voy. Gaufs disq. aritboi. 
art. 79.). Si le nombre de ces termes est pair, = 2/'^ on trouvera aisement 
le nombre m^ car dans ce cas on a m = 4 /• 0° demande la valeur du nom- 
bre m^ au cas oü le nombre des termes est impair. 



Druckfehler. Seite 33. Zeile 8. t. o. ist statt Tat II. Fig. I. zu lesen Taf. I. Fig. 6. 
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12. 

Eine neue Art, die Zeit und die Polholie zu bestimmen. 

(Voa Herrn Th. Clausen ra MSoehen.) 



1« CA9 kann der Fall eintreten» dafs man blofis mit einem Azimiitiialtbeo- 
doliten verseheu, die Zeit und die Polhöhe an einem Orte za bestimmen 
wonaebt, wozii, wie man leicht sieht, die Azimuthaldifferenzen zwischen 
dreien Sternen und einem beliebigen Pancte, zur gegebeneu Zeit gemes- 
sen, biureichen. Abgesehen von dem Nutzen, den die Auflösung dieser 
Aufgabe in praclischer Hinsicht hat, gewahrt sie auch ein besonderes theo- 
retisches Interesse, aus welchem Grunde ich sie yorzuglich unternom- 
men habe. 

Durch einige sehr leichte und oft angestellte Betrachtungen reducirt 
sich das eben genannte Problem darauf: Wenn auf der Sphäre drei 
Puncto jf, Bj C (Taf. IL Fig. 1.) gegeben sind, einen vierten Pnnct 
D zu finden, an dem die Winkel JDB^szs und JDC^ie' sind. 
Es sei: 

JE ssz l; BAD ISS a+|; cotangl s d; 

AC = /O CAD = a— ^; cotang/' = rf'; 

AD ^ y; cotangf = e; 

cotange' a= e^s 

so hat man: 

e 8in(a-{-^) + cos(a-|-^)cosy — d mny =s 0, 
e'siB(a — ^) + cos(a — ^)cosj^— i/^siny = 0^ 
worans man leicht folgert: 

[(rf— rfO^^osacos^-Krf-MOwoösiuQcosy » (^</'--^^i/>riuocos^(^i/^-H0^i/)cosasin^, 
l(d'HiyMme(Mi^:H.^-\^O^nM sin 2 a +i(^+0'^2^* 

Die SuDUM der Quadrate dieser baidän Oleichungen |;iebt, wenn .man setzt: 
(d^d^)eoBa ^ ffCoaGs (ed^'^e'd)müa sss fünG, 
{d+d^sina ss Asin&i (ei/' + e^c()cosa es heaaHs 
s AAcos2Hsin^-{r2^Asin(6— &)sin^cos^— ^^>co826cos^^ 
^.^(i._e0*ain2o^+ i(tf^— ^'^)sin 2a sin 2g +i(*+0*sin2$*. 
Macht man ferner: 

Crdlo*i loimal d. M. YIL Bd. 9. H«ft. 14 
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D = —\hhfiwlH — \ggtxa'XGi 

so verwandelt sich die Gleichung in folgende: 

= ^ + Csin2f + 2Dcoö2$ + 2F'8in2$. 
Dieser gebe ich folgende ITorni: 

= ^+*— xco82f +(C-~x)sin2f + 2jD«o»2|4.2F«iB2^, 
und besliuime x so, daüs 

(a.) = ~«(cos2a-^y + (C?-4r){8in2| + ^y; 
subtrahirt niaii die beiden Gleichungen, so findet man: 

oder 

(4.) ^+(^-C)ar^ + (D/7 + F/^— ^C)j? — C?/)/) = 0. 

Damit die Gleicbuug (a.) möglich sei, mufs der Werth von x zwi- 
scheu und C liegeu. Sie hat wirklich iuuerhalb dieser Grenzeu wenig- 
steus eine Wurzel, da der Werth der Gleichung (&•) 9 wenn a? = Ö, ^—CDD 
oder negativ ist, weil C positiv; wenu x-=^,C\ -^CFF oder positiv ist. 

Nachdem JT bekannt ist, hat man sogleich aus der Gleichung (a.l: 

>/(C-ar)sin2^->/x.cos2$ + .^^^ + :^ = 0, 
oder, wenu man |/-^ t=z cos P setzt, 

^ * * ^ (jCosP ' C/smJr 

Die Bestimmung der öbrigen Stficke des Vierecks ABCD bat iiuir 
keine weitere Schwierigkeit, so wenig als die Bestifflurang der Lage des 
Punctes D gegen jeden andern Punet auf der Sphäre, dessen Lage gegen 
A, B w^A C bekannt ist; ich fuge sie daher nicht bei, im WeHlauligkeifr 
zn Termeiden. • '' * 

9« Eine andere Aufgabe entsteht, wenn die Poihöhe «ioes Ortetf 
gegeben ist, und man sucht an der g^egebenea AzimutbaldiflRMreiisb. «fteier 
Sterne die Zeit. Diese reducirt sich auf die vorige, mit dem Uaterscbiede« 
dafs statt des Winkels e'; die Seite CZ) = i} gegeben ist. In diesekn Falle 
hat man folgende GleicbtMgen : 

cotafig€8]n(e+^4*eo8(o+|)coBy — cotang/siny =5 0,v 

COSI) — cos/^cosy — cos(a — ^)8inr8iny *» Ot '»nr'. 



% 
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woraus fnaii leicht folgert: 

[co<ang/cos/' -{- i^>(> /'cos2 + i«'" /'cos 2?] cos y 
= colaug / COS)] — ^ cotang£ sin /' sjd 2 a -f ^ cotang e sio /'sio 2 ^, 
[cotang / cos /' + i sin /' cos 2 -f- 1 sia /' cos 2 ^ sin y 
s= (ooteogtfcos/'sina -f- cosi)cosa)cos^+(c0taugf cos/'cosa — cosi}sina)sin|. 
Die Somme der Quadrate dieser beiden Gleichungen giebt, wenn mau setzt: 
cotangfcos/' = ^cosG; cotang /cos /' + ^ sin /'cos 2 a = Asin//; 
eosi) = ^sinG; cotang/cosi) — ^cotang6sin/'sin2a s=: AcosiF/; 

s AAeo82£f~Aco8f/ctg£sin /'sin 2^ + i etgi^sin /'' sin 2|^— h sinZ/sin / cos 2^ 
— isio/'*co82|'4-^^sin(C4-a)'cos§^4-i^^sin2(G4-a)sin2$+^^cps(G^ 
und wenn man 

J = ÄÄC082/i/ + i«-«-— lsin/'% 

2D = — Äsin£/sin/'~^^^co82(G+o), 

2F =s — Acosffcotangf siu/'-i-^^^siu2(G+^) 
setzt, so verwandelt sich die Gleichung in folgende: 

= ^+C8in2f + 2Dcos2g + 2F8in2$, 
völlig wie oben. 

Muiicheu, den 6. October 18S9. 



Druckfehler. Im 6. Bande S. Hefte f^. 293 Z. 8. ond II v. 0. lese man ff statt U. 
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Verbesserung einer Planeten- oder Gometenbahn. 

(Von Herrn Tk. CUtusen so 



1. Bjs sei die geocentrische Lange, Breite und BnÜeniiiog des HiouMi»- 
körpers /, B und A; verändert man nun seinen Ort nn ein Weniges in 
Baome in irgend einer Richtung, so ist diese Verfinderung allgemeia dnreh 
die Projectionen derselben auf drei auf einander senkrecht stehende Axen 
bestimmt. Es sei die eine dieser Axen A, oder die Richtung derselben 
in Lange und Breite ausgedruckt /, b; die zweite senkrecht darauf in der 
Richtung 1 + 9GP und 0; die dritte demnach in der Richtung /+180^ und 
90—6. Diese drei Puncte seien auf der Sphäre (^)^ (u), (^ (Taf. II. 
Fig. 2. und S.)* Die Projectionen selbst sind aber, wenn dAj d/, db die 
Verftnderungen in Entfernung, Länge und Breite sind, dA, A cos bdi, Adh.^ 

Es sei nun in der Ebene der Bahn die Anomalie des Körpers (P 
und der Radius vector r, der Winkel zwischen PerilAl dud Knoten (?• 
Man kann* nun jede Veränderung des Ortes in der Fläche der Bahn dordi 
die Projectionen derselben auf zwei aufeinander senkrechte Axen bestian 
men; die eine dieser Axen sei demnach r und die andere der zu der 
Anomalie (P + 90^ gehörende Radius vector* Die Projectionen sind deni» 
nach dr und rd((p + t9) (d(B bedeutet hier die Veränderung der Lage 
der grofsen Axe im Räume, und nicht die Eulfernung vom Knoten), ond 
ihre Richtungen (x), (y). Die Veränderung in der auf der Ebene senk- 
rechten Richtung nach dem Pole der Ebene {z) gerichtet^ entsteht biofs 
durch eine Veränderung in der Lage der Bahn. Eis drehe sich diese also 
um den kleinen Winkel di um die Knotenlinie oa, in welchem Puncte die 
Anomalie <X> sein mag, so ist die daraus entstehende Änderung des Kör» 
pers im itaume, wie leicht zu sehen ist: 

rsin((P — <I>)6/ oder rsin^cosOd/ — rcosCPsinOö/. 

Nun ist bekanntlich die senkrechte Projectiou irgend einer Linie im 
Räume auf irgend eine Axe, gleich der Summe der drei senkrechten Pro-* 
jectionen dieser Linie auf drei willkflrlicbe senkrechte Axen auf dieselbe 
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Axe projicirt. Man ha( also: 

1 Acaabdl = örcos(i)X^)+rö(^+C?)c(«(i))(y)+r8in(^— <I>)ö/cos(i)X«), 

2. Um noD diese Gröfsen dorcb die Elemente der Bahn ^aoszo- 
drAcken, seien Q und / die Linge des aufsteigenden Knotens am die Nei- 
goDg der Bahn. Zieht man nan von ()}) nach (z) einen grölslen Kreis M^ 
der die Ebene der Bahn in dem Pnncte (v) schneidet, und setzt man 
12(1;) as TV, so hat man in dem rechtwinkligen . sphärischen Dreiecke die 
beiden Catheten M — 90^ und IV, and die flypothenose 90 + /— Q, und 
den der Seite M — 90^ gegenfiberstehenden Winkel /. Es finden also fol- 
gende Gleichungen Statt: 

isinil/cosTV s3 sin(Q — /), 
mnilfsinTV =s cos(Q — l)eo9i, 
cosM = — cos(Q — /)sini. 

Es ist aber, wie sehr leicht zu sehen ist, wenn man (p + l&Fsii setzt: 

cos(ij)(^) « sinilfco8(ii — lV)y 
8. /cos(i))(y) Ä — sin üf sin (II — /V), 
cos(ij)(«). «= cosüf. 
Fallt mm nun eben so vom Pnncte (^) (Fig. 3.) einen senkrechten Bogen 
adf die Ebene der BtAn, die sie in der Entfernung JV^ vom Knoten schnei- 
det, ond verlängert ihn zurflck nach (t;), verbindet man darauf durch 
einen Bogen deu Pol der Ecliptik (Z) und (z), und ßUlt von jenem auf 
die Ebene der Ecliptik durch den Punct ({X einen Breitenkreis, und setzt 
(^(x) s=s JU, 80 entsteht ein sphärisches Dreieck, dessen drei Seiten M, b, /, 
und die resp. gegenüberstehenden Winkel /— 0—90^, W—N und 90^—^ 
sind, wo der Winkel F ferner nicht gebraucht wird« M[an hat also nach 
den Gau falschen Relationen: 

9m\M'9\n^{y—N') = C08[i(/-^ß) — 45«Jsini(Ä — i), 

^ jm\M'cw^{F—N') = sin[i(/-Q)— 45"Jsini(Ä+0, 
oosi»'siu*(^+;VO «= sin[i(/r-^Q)— 45^JCosi(A + /), 
co8iÄf'€Osi(f^+7V0 = cos[i(i— Q)— 45^cosi(A— /), 
uBid es ist eben so, wie bei (3.) : 



& 



Mail bfi(. als€( endlich : 



cos({)(*) 5= 

cos(«xr) = 

oas(Ö(^^) « 



siniM'cos(i/ — iV'), 
-siniW'sin(ii--iVO, 
t^osü/^ 
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( (coat.dl\ _ 1 



6. 
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coab.dl 
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( eosb.dl \ 

( eosb.dl \ 



-^ am M coa(u ~ JV) j 
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db\ _ 
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( db 

db 



m)) "~ 



-^ sin ifcT' cos (k — /V') , 



8iuiM'8in(Ä— /V'), 



A 

r 









^cosWcos<p. 



Die beiden Gröfseo cosOd/ und 8io<X>d/ sind als zwei von einander oa- 
abhängige Differentiale zu betrachten. Hat mau nun da>, di und O be- 
stimmt, so erhalt man die Correctionen der die Lage der Bahn bestim- 
menden Elemente folgendermafsen. Es sei dfl die Correctlou der Entfer- 
nung des Perihels vom Knoten s=z dG^-i"d^S ^^^^ ^'^^ ^^' ^^^ von der 
kleinen Drehung der Ebene um eine, in derselben liegenden Linie herru|i- 
rende Theil ist; dil die Correction der Länge des Knotens, und dJAie 
Correetion der Neigung der Bahn gegen die Ecliplik, so hat man jn dem 
kleinen sphärischen Dreiecke, dessen Seiten dQ, C9-f ^ o<^d 0-h<^-|-dä^ 
sindy die resp. gegenüberstehenden Winkel d/, 180 — i — BJy /', also: 

Slö' = — sin(aF + (P)cotang/d/, 

QO — sin(®+*) q; 
dJ = C0s(c8f+<I>)e/, 

öfl — das — sin(0 + <l>)colang idi. 
3. Wenn statt der Längen und Breiten oder geraden Aufsteigingen 
und Declinationen des Himmelskörpers seine Entfernung von iEfiuem Sterue 
gemessen ist, so erhält man die Differential- Gleichungen dieser Enlfernoog 
auf folgende Weise. Zieht man von dem Orte des Sterns auf <ler Hhmnieii»- 
sphäre (Fig. 4.) einen gröfsteii Kreisbogen D bis zum Orte des Cometen, 
und verlängert ihn um 90^ bis (t;), so hat man, wie leicht zu sehen ist, 

ABD — drcos(vXJc) + r8(<P + m)co8(vXy)^rmu{((>—<^)dicos(v){z)i 
es müssen also blofs die drei Cosinusse gefunden werden. Zu dein Bude 
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beschreibe man um den Ort des Comefen als Pol eiaea gröfslen Kreis, desseu 
Diirchscbnittsliuie mit der Ecliplik in der Lauge 90"+ 1, und dessen Neigung 
9(y'-f b ist. Ist nun die Länge und Breite des Sterns l', b'^und die Entfernung 
des Punctes (v) von dem Knoten dieses gröfsten Kreises auf der Ecliptik E, so 
bat man in dem sphärischen Ureiecke, dessen drei Seiten D^ 9(f—b^y 90^ — b 
sind, die gegenüberstehenden Winkel /— /', 90" + Ä und 90"— F, wo F fer- 
ner nicht gebraucht wird, also^nach den Gaufsi sehen Relationen: 

siniZ>sini(F+E) = cosi(/ — /')sin ^(6 — 6'), 
sinlDcos^(F+£) = sin i(/-^/')cosi(6 + 6')» 
cw^Ü8m^{F—E) = sini-(/— /0sini(6 + A0, 
cos|I>cosi(F— jE) = cosi(/— /Ocosi(A— 60. 
Setzt man nun die Entfernung des Durchschnittes des ebeugenaunten gröfsten 
Kreises mit der Ebene der Bahn vom aufsteigenden Knoten derselben J, die 
Neigung K, die Entfernung der beiden Durchschnitte mit der Ebene der Bahn 
und mit der Ecliplik B, so hat man abermals die drei Seiten eines sphäri- 
schen Dreiecks 90+/ — Q; Jj B, und die gegenuberslehenden Winkel k^ 
90+6, /, folglich: 

sini*sini(^+fi) = sin [45" + i(/— n)]cos[45" + i(6 — /)], 
sin i * cos i (^ + fi) = cos [45" + i (/— ß)] cos [45" + i (6 + /)] , 
^ cos^kHini{A—B) = sin[45" + i(/— n)]8in[45" + i(A— /)], 
cos^ÄcosiC^ — ß) = cos[45" + i(/-ß)]sin[45" + i(A + /)]. 
Es sei nun analog mit den Formeln (2. und 5.) das von {v) auf die Ebene 
der Bahn gefällte Perpendikel 90"— iM'', und die Entfernut^ des Fufspunctes 
desselben vom aufsleigeoden Kuoteii N", so bat man 

J8inyH"cos(-A^"— //) = cos(-E— Ä), 
10. ^)a\\\M"s\n{N"—^) = sin(B — B)cös*, 

und .- i . i'i ■!' 

^ ico8(i;)(a?) = 8inM"co8(« — iV'O, 

n, |cos(w)(y) = — 8iuitf"8iii(tt — -rt^'O» 
\ cos (v) {z) = ' cos iW", 
also endlich: 

(1?) = ^"»«''««c-^"). i^) = -:^.i««".iü(»-v"), 

Mäbcben, den 88. Ocfo^er 1830. 
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14. 

über den Werth der-JVeihen 

K = 1"— 2" + 3"— 4" + 5"— etc. in infio. und 
S^ SS 1" — 3" + 5"— etc. in infin. 

(Von H«mi Th. CUnue» bu Mönoheii.) 



1. 



Es ist 



1. 



«(!+«)-* = «—«»+ »»— «*+ «»— etc. = Z„, 
*^^^^F^ « «— 2«»+3«»-4««+5*»-etc = Z„ 
,ii£^i±itl = *-2»«»+3V-4V+5V-etc. = Z., 



etc. 



ds 



as «— 2"«» + 3V— 4V+5"«»— etc. = Z. 



Setzt man z ä y — 1 , so wird «(1 +«)"* =1 — ^ und fl« sä dys folglich : 

14 



Z. - l-j, 



1 



«. ' ' "" 



W^un man z= 1 oder y =s 2 selzt, so verwandeln sieb Zo, Zi, ^ST« rearp. 
in /?U9 i^u ^19 n>An bat demnach 

Äo = i; Ä, = 1} Ä, = 0} Ä, = *.^. 
Aus den Gleichungen (2.) sieht man, dafs der allgemeine Ausdruck 4ie 
Form haben muls: 

»»^ *•*'■' . )«(-.-+« = 1.2.3.4....«, 

ic<"''") =0, - 

wenn i^n^l. Die Gleichung (3.) giebt hieraus 

Z,^.. = (y-l)^ = Tf ±(2a<-.«)+l)^TC«^-''^'--2ß^'^^+i«a, 

folglich ist: 
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*• joC+».«) SS 4ot"'« + 3o<-»»>, .... öO'+*.^+« m (I + l)o<''*+'> + /«<••*>. 
Aos der enten diawr Gleichungen folgt: ju-^i. '^"^T' + ö*^* folglicb ist 

-^ « + 2"+ T+T + *••• + :?' *" *~VT/ ' ■*** 

«. o<"'« » 2"— 1. 

Die xweHe der Gleiohangen (6.) giebt: «^«^ + {|)-*'_2{1)"^\ 
folglich eben «o: 

^ = l+(*)*+(*)'+..-.+<l)"-2tt+(i)»+a)»+ + (*)•], oder 

7. «<"'»> « 3'— 2.2»+l. 
Aus der driUen Gleichung folgt: 

-p+r- « "4=- + vt; -'^vt; +3w » 

folglich ist 

^»i+(*)*+(iy+"..+(4)"-3tf+»)*-t-(*y+....+a)'] 

oder: 

8. o<*«*> =r 4r— 3.3" + 3.2" — I . 

Die Gleichungen (6.» 7., 8.) lassen yeranothen, dsis allgemeb 

9. 0*"^ mm i"^(»-lXl~l)"+ ^*~^^^^^ (/--2)"- ^*'"*}^^^^ (»-^)' -I- <tC 

sei. Unter dieser Yoraussetsang erhftit man ans der letstem der Gleichungen (5.) 

^W^^ KtM+D / I VH-i » /j— 1*»+« . U-l /l— 2\"+» . .^ 

(t+i)"-»-* *"(rFir+\rfr^ ""TVinT; +-i:rvrfi/ "^-^ *^*' 

— etc. 
oder 

da aber (1— l)'» i-./.f.i!E^^<^e. sO ist, so erfailt man endlich: 
«(-.«+« « (i+i).-.,-.2- + '.^(,-I)--.iÖ=^:2>(i-.2)- + etc. 

Crdlb*« JMtml d. M. TU. hi. 9. H«ft. 16 
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Die GleichuQ/^; (9.) gilt abo für /+I9 wenn sie fnr i gilt; nod dennach, 
da «ie fiir ' £= 2, 3, eic« wahr ist, allgemein fär jeden Werth Toa /• 
Nach der Gleicbong (7.) bal man: 

10. [1.2.3.4.,../i](~l)» = r--/i2-+~~^3* --elc +(«+!)". 

Beilaafig ergiebt sieb bieraas ein neuer Beweis des in der ZaMen- 
Uieorie sogenannten Wilsonseben Theorems (G anfs Disf. arithm. art. 67.). 
Da neaüieh, wenn /i+l ^ioo ungerade Primzahl ist, die nach der Divi- 
sion durch 'z + l nachbleibenden Reste von 1% 2% S",..»./!" alle s= 1 sind, 
so hat man die Summe dieser Reste von 1.2.5..../I. da die Coftffieien- 
ten der Formel C^^O giuize Zahlen sind, 

1— « + ^^YJ=^ — etc.... — /i==(l — I)" — ^ = —1. 

2. Bs ist ebenfalls* 

r(i+rV = y- /+ r*- r'4- ..•• = Mö. 



Setst min ouo yssUog^, so wird /(l-f-y')~'^8io(Pcos<P; 

also ist: 

^0 =3 MO^oosip, 

itfi = 8in<Pcos(^ — sin(p'cos(Pt 

ifxssmn(Pcos<P' — 6nn(p'cos^+ 8io(P'co9(p, 

12^ Jlf, SS sin (Pco9(P' — 23sio<^co8(p*+238io0*co8^— 8iii^'co0(P; 

man wird also allgemein setzen können: 

M, = sitt^cos^^ '-o^-'»>8in(P*oo8«>»"-*+o<"'»>8in^co8^-'-c<">'>sin^'cos»"-*4- . . . 

. . . . + o<-.»-+« sin ^"+*C08^, 
nnd es wird dann: 

18. ^flC«+i,») -. 7o<-,7)^(2«— 3)«<"'»\ 



^(.+t,vM) S5 (2j»^l)o(".V+i)_|.(3«__2fi-|-3)«<"'*^-" 
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Die erste dieser Gleichoogen giebt: ^^^^ — — ->^(2/i-f l)^4-j ^ also iet 

um diese Reibe sammiren zu können, und zogleieb einige nachfolgende^ be- 
merke ich, dafs 



tXi "i* JP *^^ ob « • • • I* J» •»• 



X — 



J( I +«>r+(24-a)*»+(3+a)x»+ .... + («+«)«" » 

\ (1— 4r)» "^ 1 — X ' 

](l+a)(l+o')« + (2+o)(24.«')** + •...+('» + «)(« + «')*" = 
^ je'-x^+\ I (3+o+gV-(2»-t-3-i-o-H»')J-"^' i (l+a)(l+gOjr— (n-i-14-cy»-{-l+g')j">* . 
^ (1— *)» ' (i-ar)» T 1—* 

mao erbilt also: 

16. /!<"•»> = 3"--(/i+l). 

i?« • * f ot"+«.») o(-.») ,2«— i/3\"+» (2»— l)(n+l) . . 

Es ist ferner -j^ft- = -yr- + -y- (-j^) — -^^ — 5,;» . demnach 

~2[-|.l.*+i.2(i)«+i.3(i)'....(/i-i)/2(ir], 
woraos man durch Hülfe der Gleichungen (14.) erhält: 

le. «c-.«) - 5-_ („ 4. 1)3- ^ ^Jl±^ . 
Dieser Ausdruck deutet auf das allgemeine Gesetz der Coefficienten 

17. BC>^A.-mer:(2ft-fir-(/i|-lX2ft-l)'-f-^^(2fi-3)"....± "+Vr"~^'^^ > 
und in der That wird der allgemeinen Bedingnngs - Gleichnng in (13.) da^ 
durch Genfige gethan. Settit man in (12.) statt (p, -^ — ^9 ^^^ ^^^ ^^^ 
d^, — d(P, so verändern blofs die M mit ungeradem Index die Zeichen. 
Vs wird also ffir den Werth von (Pss-j, wodorcb M^^,^ in t^,^, dbergeht, 

folglich iJj^^i^O. Ferner ist a^->*^+*>=i +o<'''^^-w, je nachdem n gerade 

oder ungerade ist. Substituirt man noch hierin (pss ^, so erhält man: 

1& 2*^^2-. — 1— o^'^> + o^*>— etc....±o^*^"-^> + Jc^''-»'*-' 
Mfinchen, den O. Januar 1881. 
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±5. 

Memoire sur la theorie de la chaleur 

(Ptr Hr. G. UM de Florence.) 



iDtrodoction» 

MJonque Filluslre geomÄfre, qui le premier a decoa^ert Im loia de la pro- 
pagafioii de la chaleur, s'occQpa de oeUe thiorle^ le phytieiens admettaieat 
preaqae generalemeot , qoe le refroidiaaeiiieut des oorpa s^opöre d^aprfte la 
diff^rence qni passe eutre leur temperalore, et celle da milieu eovironnaot 
Depais eette epeque MM. Duleug et Petit soot parveuos, pas des ex- 
p6riences delicales et variöes, a decouvrir la verltable loi d*apröa laquelle 
la chaleur se propage a la sarface des corpa. Cetle loi reniarquable) et 
eotierement differeute de celle que Newton avait öuoueee^ paraissalt de» 
voir exciter l'atteDtiou des analystes^ et les eiigager a oounaitre les modi- 
fiealious qtt*elle introduirait daus les resoltats du caicul: iiiais ou a d6 re- 
laarqner, que dans les recherches plus r^entes quI ont ^6 pobliies aar 
la tb^rie de la cbaleur, ou partait toujoors de la loi de Newton* 

Lorsqu'il s'agit de tempöratures peu eleveesi on peut supposer aaas 
erreur seusible, que le refroidisseoient s*opöre d^aprös la diflferenoe des 
temperatores ; mais il n'en est pas de mdme dans le problöme gön^rali et 
quoiqu^on ait cm qae rerreor ne devenait apröeiaUe qu'a de temperato- 
res trte-eleveesy d^Ji k la cbalenr de l'eau booiflaute« on coaimet nne 
erreur de presque denx degris du tbermometre cenlesinialt dans rdqua- 
tiou diffi&renlielle qui exprime le mouvement de la chaleur; e( cette erreur 
qui affecte a la fois la valeur de rinconnue, et la forme soos laquelle eile 
se trouve dans requation dilKrentielle, doit deveuir bien plus sensible dans 
llotegrale. II est vrai qu*en parlant de la loi decooverte par M. Dnlong, 
les iqoations que Ton obtieut ue peuveut plus Mre integr^ ea termes 
fiuis avec les nielbodes couuues; mais 11 ne paratt pas loujours permis 
dans les problemes pbysiques de s'ecarier de la natura^ pour siniplifier Ta- 
iialyse qui sert a les resoudre: et d*ailleurs si une premiöre approximation 
est sufflsanle pour les inveoteurs d'une (beorie« il faut que des rechercbes 
ullerieures rapprocbent d'avantage le caicul de rexperieuce. C*est aiusi que 
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NewtDo ayaot d^coorert le «yitöme du moade» U s faliii oo mtele de 
reeherdiM poor ooMtraire FMiftee dotit il ftvalt pos6 las fbodemens. 

Dao8 le Bi^moire ^e ooua poUiom k prenent, nons dom aeni« 
mea propoete de ddtermioer le momreBient liodaire de la ehalear, en 
partaat de la loi do rerroidiaaeaieat d^averte parM^Daleng. On 
«ai qoe cette iei ae cyMapoae de deox parfiea, doat Toae exprime la 
perle de la ebaleury iprourie par reflbC da rayoaneaieatt et Taatre re- 
prdaeate raetioa do mfliea. Or eetle aecoade partie est aojette k dea 
Tarialieua qoll eat tröa-difBcile de aeumellre aa ealcal: poar y parveair 
11 fiiodrait cooaattre la tb^ie dea meuveoieBa de Aaidea 61aatiqaea{ maia 
ce problöoie ceoind^ö daoa aa göo^ralitd avrpaaae lea fbreea aetoellea de 
Taaaljae» Oo a aoppoaö, pour aurmoiiler eette difficoltö, que lea eorpa 
doat 00 voolait coooaltre lea cbaogeoieua de teaipöratore» dtaieut aooaiia 
a ractioo d*oo couraot d*air de deoaltA et de tenpiraiore cooataulea» qoi 
frappait tooa lea poiota de leur aorfaee aveo ooe viteaae ooiforme; mai« il 
est aM de voir nmpoaalbilhö de rirlüer eo oatore eette bypothiaef de 
omotöre qo*oo oe peut tirer de la aoeon reaoltat eomparable k rexpMeooe. 
Poor räpprocber aotaat qo*il est poasibte la tb^rie de Tobservatioo^ uoaa 
avooa dd eoaalddrer le aiooveaieut lioeaire de la chaleor, daoa ooe armille 
de pellte ^paiaseor retifenute dana oo eapaee vide» doot Teoeelote est 
auilBteBoe a ooe lempdratore eoaalaote. Ce problöoie eoodoH k ooe eqoa* 
tioo aox differeotiellea partielles qui n*eat ploa lioeaire, et qal eeoUeot la 
yariable priucipale aooa la forme d'expooeotlelle. II o*est ploa poaaible 
daoa ee eaa d*ioldgrer direetemeot rdqoatloo troovde, et il faat reooorir 
aox oidfbodea d*approxbnatioo. On oe coooait paa de n^hode poor io* 
l^grw par approxiourtioo las ^oatioos aux diffiSreotleiles partieltes: oo peiit 
a la vdrite exprimer leor int^ale eo 9MW9 ^ ^^on parvieot, a Taide do 
tbeoröme de M. Foerier^ a aoauaer ees adriea loraqo^ellea d^riTOot d'^aa- 
tioaa liodaires a coßffioieos eoostana; aiaia lorsqoe la a6rie eat trop eoa^» 
pIiqo6e poor poovoir eo obteoir le terme göo^ralf il eat iaipoasible de jo-- 
ger de aa eeovergeoce» et le problöme reate saaa solotioo. Nous oTooa 
licb6 d*appliqoer aox ^oatious aox diffdreotieUes partiellea, la mdlbode 
ffapproxiaiatioo doot 00 se aert pour les fqoatioos di0k*eotielles ordinal* 
res« Oo aalt que poor iotdgrer les eqoatioos diffdreotfelles qoi exprtmeoc 
lea oNNtvemeoa dea corpa cölesles, ou fait oai^ de la m^bode d*appro* 
xiaialkm aoeeesaive^ k Taide de laquelle 00 lea rödoit k 00 oombre iode- 
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fini d'equatioos lineaires; raais il arrive qae cbaque integralion iotradail 
des arca de cercle qai detraiaent Teffet de rapproxiaiatioo* Les plaa graada 
geomdtrea ont tich^ de vaincre celte difBcoU^ , maia lea taethodea qalb 
out inventees, qooiqoe tr^-ingenieuaes, deviennent aouveat »praticaUai 
a caaae de la loogueur exceasive des caicala qu'ellea deiaaodenl. Et dTail* 
leiirs il est trte-difficile de a'aasurer, qua paraii lea termes qa'on a^ifa 
il n'en exiato aucoa qoi devieniie sensible an boul d'un ieaia (rte-loig: 
de (eile maoiöre qae cea aiethodea exigent preaqa'aatant de aagaciti paar 
les appliquer, qn*il fallait de g^nie poar lep decoavrir. Teafea eea di^ 
ficuUes paraissent devoir se retroover daos les equations aux difSraa- 
tielles partielles ) cependaot si au liea d*in(egrer complötement la preaiMre 
dea eqoations linöairea que aous avons obtenues, pour preadre dea iat^ 
gralea particulieres des autres^ comoie on le fait pour les öqnatioaa diS6» 
rentielles ordinaires, ob comaieuce par prendre des integrales partieali^ 
res, dea premieres equations que Ton veut considerer, et que Ton a^ia* 
t^re conpUcemeot que Celle a laqoelle on veut arröter FapproxiauUiOa, 
oa obtiendra le nombre de fonelions arbitraires qai est n6w«aaire paar 
saiiafaire a toutea les conditions da proUöne^ et on sera assarö, eoainie 
oa le dimontre directemeaty de pouvoir eviter (oujoura les arca de eerde. 
Noas avons effectue le calcul que nous yenons d'indiquer, snr lea deox 
premieres equations liueaires que lournit le probleaie, et nous avoaa troave 
ttue formale qui ae compoae de celle qae M. Fourier avait d6ji doaade 
et ffaa terme de correction ttulüplid par une petite quantit^. Ba eodira»- 
saat on plaa grand nqmbre d'eqoalions^ on trouverait la roAaie expraaaioai 
plaa des termes multiplies par les puissaaces ascendautes de la petita qoaa- 
tite par rapport a laquelle on a developpe. La m^tbode que noua. veaoiia 
d'exposer, pent s'appliquer a Tinl^ration par approximation d'oae claaae 
asaea eteadae d'eqoatloaa aax differeatielles partielles ; mais cea recbcrebaa ae 
aaaraieat troaver place ici| et ellea formeront le sujet d*on memoire partIcaUer. 
Parmi lea oombreox corollaires quo AL Foorier a dddoit« de aaa 
aoalyae» il eu est aa iort remarquable qai prouve, qo'aprda ua tmaa eoa- 
aid^ble la demisomme dea tempdratures de deax points diam^raknaeat 
opposös dans rarmille, forme toujoors une quautit^ constante, et dgale a 
la temp^ratore mojenoe. Ge resultat a ete confirm^ avec aase» da prtei- 
aiou par rexperienee, et il ^tait interessant de voir commeat oa liracait 
la mteie cona^aence de .la lot decouverie par II. Do long. JBo partaat 
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de la temp^ratvre donnöe par notre formuie doqs obtenoos le ai^oie (heo- 
rtmey et Done demootrons qu'il derive egalement de Thypotbesede New- 
ton^ et de la loi observee. 

Bn sapponant le refroidimeoieot proportionnel a la dilföreiice des 
temperatores , od trooye qu'en plongeant rextrdmite d'une barre de petite 
^aisMiir daos one aource constaote de cbaleur, lorsque requilibre dea 
tenperatures ae 9era etabli, la dlstribadoo de la chaleur daoa la barre 
poQira 6tre exprimde par une coarbe logaritbmiqQe. Si reo part de la 
loi observee, od obtlent uoe eqoation diffi^reDlielle qui o*eat phs lin^aire, 
mal» qui peot cepeodaDt s'iutegrer, et dont riotegrale fait voir quo ce D'eal 
qoe pour dea leioperalorea trös-peu eleveea^ qoe T^at periaanent de la 
barre peut ae repreaeoter par uue coorbe logaritbmiqoe ; loraqoe la cba- 
lear aogoieDte, cet etat dependra d^uae (raosceodaote ellipiiqae, et en ge- 
D^ral tt aera doonö par aae traDacendaate d'oae ordre d*autaot plus elev6, 
qoe la leoiperalore aera plus grande. 

L'iotegrale de T^quation differentielle, qui exprime Fetal permanent 
dea temp^aturea dau« unÄ barre tröa-mince, o'eat propre qo*a donner lea 
temperaturea d*une partie de la barre comprme entre deux foyers aueces- 
sifa: oela eat övident daua le cas do mouvement liueaire, et tient a ee que 
reqoatioD diCerentielle que l'oo a troovee, ae ae verifie paci aox points 
qoi aervent de foyera. Mala loraqa'il a'agit d*oo corpa d'ooe figure quel- 
cooqae» qui a öte ächaoff(6 primilivement par plusieora foyers aituöa a ra 
aurface ou dana aon iotörieur, il devient dtflSeile de separer lea diverses 
partiea du eorpa, pour cbacone desquellea rintegrala qoe la theorie four- 
nit doit ae verifier, et de dötermiuer lea limUea äa dela desquellea eile 
donneratt une valear fautive. Le corps ae aubdiviae alors, par rapport a 
son ^t caloriSque, en d aotrea corpa dont lea surfaeea de contact jouia* 
aeot de la propriel6 du maximuro ^ ou du minimum de temp^rature. La 
d^ermination de cea aurfacea*-limitea conduit a troover un graod nombre 
de propri^da importantea dana la fbterie de la chaleur, comme ooos le 
noDtreroaa dana ane antre oecasioo. 

Loraqo'on oberche k connaltre le mouvement de la chaleur dana 
uo corpa«, OD exprime la temp^räture d*un poiut donne en fonction de mb 
coordoon^^ et du tems 6coul6; mais pendaat que le corpa s'echaufle ou 
se refroidity toutes sea molicolea ae d^placeot a cauae du chaogement de 
volume produit par les variatiooa da la tempörature. Oo a ndglige josqu'ii 
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preseoti dans la (heorie mafliimatique de la cbaleur, 1 aUeratiou do volume 
des corp«; iiuiis ce phönomöne» le plus remarquable et le plas cooataol 
de loua ceux qui depeodent de la chaleor, ne noos paraU paa de aatore 
a d(re nöglige. En coDsideranC les dilaUUiona liiieairea, nana doniioiia la 
forniuie de correction» qoi doit servir a determiuer lea eoordoiin^ do 
point doot ou coooatt la tempöralure. 

Nooa u'avous traitö, dana oe memoire, qoe lea caa les plus irfoiples 
de la Iheorie de la chaleor; mala uous noas proposons de reprendre ce 
travail daus la aalte, et d'appliquer uotre analyse a des qoestioDs plus 
covipliqoees. 

Analyse« 

Si roQ renferme uue araiHle cireulalre booiogene de pethe ^is- 
seur, dans uoe sphöre creuse^ qtti ne confleone ni air ni aucone autre 
espÄce de gaz, de maniSre qoe le centra de Tarmille colndde avec le 
ceotre de la spböre, et si le rayon de edle* ei est beancoop ploa grand 
qoe le rayon de TarniiUe, les parois de la spböre etant d*ailleurs antrete«» 
noes a one temp^rature conalante queloonqoe, il resoke do principe de Im 
coflimonication de la cbaleur, et de la loi du refroidissenent ddcoeverte 
par M. Doloug, qoe le moovement de la chaleur dans ramille sera ex* 
prlm^ k tres-peu prös^ par reqoation 

dans laqoelle v exprime Texcte de la temp^ralore do poiot qoe Fon eon* 
sid&re, sor la teoiperatore de Tenceinte; x reprösente la dJatance, oooqitte 
sor ramiille möme, de ce point a Torigine dea coordonnees) / est le teoM 
ecottle depois qoe ranaille a abandonni Tetat initial dea temp^ratorea; et 

Pj a ei c^ aont des constantes dont ia premiöre a poor valeor y(l, 165), 

et les deox antres se d^erminent par Texp^rience dans cbaqoe caa partieolier« 

Eo effet, r^oation qoe M. Courier a troovöe, en aopposaat qoe 

le refroidissement s'opöre d'apr^s la difKrence des temperatorea, est de 

la forme 

^ dv ad^v . ^ ^ 

*• 37— rfjr + «•«»« 0, 

et en y sobstitoaut ao lieo de Cv^ le tenne c (/>''— 1) qoi exprime la loi 
do refroidissement dans le vide, d'apr^ les experiences de MM. Doloog 
et Petit, on aura l'öquation 
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que naos avions d^ indiqo^, 

Avant d'aUi^ pliw loin, 9 convient d'acamiiier un r^ultat que Ton 
a obtenu en fiusauit v s^s e-^n dans F^iatioii (7,)i car par oetto Mbrtitii-* 
«ion die se tranaforme daiis la suivante 

du ad*u 



qui est la mdme ^quatfon (7«) dau laquelie oo a mippoa^ quH 11*7 avait 
aücune d^perditioii de ohaleur k la Bur&ee; d'od il r4nilte que dam Phy- 
pothi^ de NewtoD> le vefrc^dSnement qoi s^op^ ä la nr&ce ne diange 
pas la loi de la dbtributioii de la ohideur» Man comme 3 n'est pas pos- 
aible d'eflfoctuer une r^duodon semblable sur l'^quation (8.), qia d^rfve de 
la loi obaenr^, U &udra admetlre qu'ea nature^ mdme ^hns le mo uve nieiit 
Kn^re, la disiribution de la dialeur est titniiiUe par P^et de la d^per^ 
diäoQ qui a lieu k la sorfaoe« 

Maii^eiiaiit si Tcw iait log^»9, l'^quaiSon (8^) prondra la Inrma 

Fexposant ^cs,Vlog(|^D ^tant mie tr^-petite qiuuatit^; et si Pen d^ 
Teloppe en s^rie rexp<Hienli^e dans oette ^quation^ mi anra 

dv ad*w I » t c^*v* • oS^v* • _» ^ 

6k far MiÜey en tmant eissi, «n obtiendi« 

Si Von- &it ä präsent 

1; SS f' + a f', + a» f; + i*l^, + etc., 

et cpae Pen rabsthiie oette Taleur dans r^^oaäon fuMdebto, en erden- 

nant le eiltet par les painanoeB asoendantes de ^^ en treurem 

et en ^galant A z^ro a^anSment les eo<äßQ>ent de clia4jufi piiiss^noe de ^, 
on aura les ^tpntiens 

CrslW'« Joam«! d. H. VIL B4. 2. Ilft. 16 
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-rfT — rfl?r + *^. + -j7j»0, 

dont la nombre sera d^teroim^ par rjBxposant de h plus grande pomanoe 
de ^^ que l*on veut oomkl^Mr« 

Eo integrant la premi^ de oes ^qnaiions^ tiu obtiendra la valeur 
de F qui ^iit iiibstitu^ dans la seconde ^uatlon, aervira i d^terauner 
Vt ^t aiDsi de softe ^ en mtrodaltanC dans la. dwni^e ^uatbn las taleurs 
dos inconnues d^uites des ^quations pr^c^eutes^ oii d^fiermiaera iine nou<« 
Teile mooimue« Mais [1 faut obsenreff qu'au Iten de preodre rint^rele 
eompldte de la premidre ^quatioo^ pour la sabstitaer dans la seeonde^ et 
piiH integrer compldtament oelle-ei^ pour stibstituer eneore la Taleor de 
rineonnue daos la auivante^ et ainsi de suitc^ on pourra en^rima^ 

par des mtdgrales partioiiliereS| et ^* tStant la derni^ poissaiioe de ^ que 
Ton reut consid^ri il sul&ra dlnt^grer comptötement T^quadon muUiplide 
par 1% qui oompreiidra les diffi^rentielles de V^ et les quautit^ oonnuea 
Vj y^f F^^ . . . . f^n.t i <^P 1 ii^t^grale ooniptöte de cette ^quatioii^ eoo« 
tiendra toutes les fonctioiis arbUraires^ qui sout ii^oessaires h la r^olutioa 
g^n^Yale du probl^e. 

Supposons par esffltiplo que dans rifquation (0») oo teuiDe aToir 
egard k la premi^ puissaoee de i seulemeut^ et obiger toutes les au« 
tres; on aura les deux ^mtions 

dt dx* ~*"^ — ^» 

dt d9* T»'»-P i,2 **» 

dant la premi^ doKpiQlles on preiidni wie nJeur partiouKdre de ^, poor I« 
substituer dans la.teoende ^quation, que Von devraint^rer compldtemeot* 
Maintenant, on saft <pie Ton ratiafait d l'^^tion 

ea fabant ^ss^rinndr-f-oosA^r)«^*^^*^', n i/buA une oonstante ind^ter- 
min^. Si Ton substitue oette valenr de V dans L'^aation 
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on WST9L 

et «n fiuMot /;»j«r*<>^-K^£^ (^ ^^t fono(ionde « seuleoieiii» eCZ 
ibnotioa de « et de t), on obtiandni, aprdt «vdr dtm^ per #^H«»*^y 

et fti PoQ ^le A isdro «^fMuremeiit let termes qui eontionneiitZ^ on mirn^ 
apres les r^hictfons^ Im deux ^cpiatiom 

dont la premiere a pour fait^grde 

1+ rjB^ ^* -yrfar(l+ •ln2«*)eo«*/(i +2Ä^)tln* l/(| +2»') j 



r 



et par mite <m obtiendra 

Si TüD integre Ä präsent T^qua^oB en Z^ on aura 

Op, Ap et p^ 'Stallt des quautitÄ qu^conques; et oomme r^wriücai (lO.) 
est lin&dre et ne oeotient pas de teniie ind^pendant de J?^ il s^ensuit 
qa'dle aera aatis&ite par ime somme de termes semblables i la valeur de 
Z qae nous aroos d^jA trouvee» pmimi que les eonstantea apj b^j p^ 
soient diffiSrentese Et par cons^ent Pint^irale eompldte de P^stioii (lO.) 
sera eonq^os^ d'one suite infinie de taleu» semblables 4 eelle qoe nous 
arrons d^ obtenue^ pounru qae Pen ebange convenablemeiit les eonstantes 
arbilrairese 



Maintenaut^ puisque Z contient une infinltd de oonstantes artittrai« 
res5 00 pourra daiis la raieur de f stipprimer les deiix coostantes £, , B^^ 
qui ne rendraieot pas plus g^&rale la vaieiir de F^^ ators en 

16* 
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EgSsE^ssi Of on aura ane valeur de y qui ne contiendra plus les fonctioas 

Sok r le rayon de ramulle dans lacpieUe on suppote que la chaleur 
ae pMpage; sa ctrconf^renoe sera ^gale 4 2rgr^ .et il est cfadr qiVen expri« 
mant par v ia temp^rature d'un point dont la distance a Fori^e est Xf 
la Taleur de t; ne derra pas changer lorsque dans Ja Ibruiiile qui exprime 
V on mettra X'jr^rnf^ d la plaoe de x: par cousequent 11 faudra^ dmis 

les valeurs de F^ et de F^^ fimre nzss — ^ et /»= — ; m et ^ ^nt deux 

Bombres enti^rs positifs quelconques : on aura donc^ en n^gligeant les puis- 
sanees sup&'ieures de S^ 

8in^-p — |- cos— -je ^ '^^^ -{-SU.sm — + *f<^» — )^^ 

gifl]^ ^ cos^ü^) e*" ^ ** ' Je cette formule pourra 

dtre oompris sous le signe 2^ puisque la valeur de m devra se trouver 
parmi les raleurs de f^; et eu &isant^^ff«=:^«^ et Sb^^s^B^y on aura 

S (^,sm— + B^oos — )• ^ ' 

et cette fonnnle exprimera le mouTement de la chaleur dans Parmille» 
Four di&terminer la Amotion arUtraire ou^ ce qui reTieat au mdme, la s^ 
rfe des termes 

Si f Bg 9 Bg y • • • • f J3^| etc» 9 
on derra iaire t^ssxQ^ et <m aura v ^l d la temp4iature initialei qiie iious 
eoqprimerons par la fonction /(dr)^ et qui ^tant d^velopp^ en s^rie suiTant 

les Sinns et oosinus des mnUiples de Tarc — servira pour d^terminer les 



Si dans la formule (11«) on fait (^««O^ on obtiendra Vaxpression 
qne M« Fourier a trouT^e le premier en partant de l'bypoth^e de New- 
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ton« Pour d^enubflr m, ea devra praidre le nonibie mtier le plii» 
petit qai ne satnfiut pas i^ l'^quatioB 

potsqu^on aura de oette mani^ la raleur la phis approdi^^ et on sera 
assur^ de ne pas rencontrer das aros de oerale qui d^tniinient l^ffet de 
rapproximatiim« Lorsqiie les eoncBäoitt da pitd>Iiiiie perm ett r'ont de faire 
m sss 0, b lerme de correoCkm^ pour la premidre approxtaiafioni se r^ 

duira ä ~- y^^"*^; 6t on troorera que ce terme est iad^petidaat des coor^ 
donneesy ei qu'il ne d^end qoe du temn. 

On a TU qii'eii fiasant ü^ssJl^asO^ mi obtaiait 

h f 1 , Ai2«x\ 

de manidre que ka fonodoua coax( — h^^79 ^in^y (~4*2n*j^ a'^va^ 
nouiaMdeut d'dlea-mdmes dana le oalcul: fl ^tait n^cessaire que eette r^ 
ductum put a'effeotuer^ autremeiit la temp^rature v ne aerait paa reat^ la 
mfinie ea cbaugeant x ea d^-f*^^^» ^^uia la formule qui la r^r^eute. 
Cq^dant oette r^uction^ qui a paru un r^ultat de oaloul, aura toujoura 
lieu quel qpie aoit le nombre des puissanoea de $ que Fou oonsiddre; eu 
eflbt ou o tmqours P^quation 

cosaxfäx^^x) fAaax — 9kiax/äx(p(x) cmüx 
sss ^—J^uswaxjdx Ij^ nmax^^mnaxjdx \^ ^ owaxj 

qui mcmtre^ ^e si entre (P(x)^ et ~t^^^ ^^^ P^Q^ aFoir une ^quation de 

la forme M^(x)^=^ J^^^ , M ^tant une quantit^ Oimstante, on pourra 
tCRLijours aroir 

12« co^axjdx<p{x)mgkax'^f6naxrdx^{x)coi&0x 
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et Von volt que Ic secoud membife ne eonttendra iii oos ( 

est clair qiie si (p{x)^=iji Binm»-}- B cmm», on pourra ^bür ^^ 



u I , » 



^ -s — m^<P{x)y et par cons^qaent on (4>tiendra la valeur de Knl^ 

grale (12.) d^vree de siDaar^ et de eonaxj la ni6me ehose artiven en 
g^n^Sral lonque ^(jr) aera de la fonne 

Jl^ ünmgOf ^ j4^ BUktfi^x • # t • • «^«^^ iBn^<^*f* eCa*f 
4- B^coamtar-f^^t^^MiTig^ • • • • • +BtCOBmfX^ 9to.^ 
et lorscpi'on aura 

(p(.r) s=s o«f-6jr-f*^^-h^^« • • • • +*^^* 
et dam d'aiitres oas. 

Mafeitenant^ puisque Icei valeurs particuBdres de Fp V^^ V^^ etc^ 
peurent toujoura a'exprimer par des fonotiona de la forme 

^i P, smÄj^jp + Pt smugjp • • • • • 4" ^qWin^x\ 
j-f Q. eo8ii^^+ QtOOBAgdr • . . . . -j- Q^i^mn^xy 
on twa toiijoura assur^ ^e les nuus et ooBinus des arcs irratioiinek ne 
se trouToroDt pas dans riut^grale comptöte^ quel qiie mit le nombre des 
puisianoes de ^ cpie Ton youdra consid^r« 

n fallt observer qae si Ton avait {^^VfM — a'^'ssO^ le aeeond 
membre de T^quation (19«) aurait uue valeur infinie: on renoontrerait 
c^te cireonstanee si Fun des nombres n^y n^f n^, • • • • n^y eto«^ eomprts 
dans les valeurs de F, V^^ V^y eta#^ ^tait ^gd da; alors en reprenantle oal» 
cul on troureraity apr^ les nSductionSi un terme de la forme iVij&sina^«^ 
qui ooDtieudrait Taro de oerole x^ et qui reodrait uul, dans le eas que 
D0119 conaiderons^ Teffet de rapproximation : mais il est clair que le nombt^ 
772 de la formule' O^O pourra toujours 4tre d^terniin^ de mauiere que oela 
n'arriTe pas^ et il suflfira i\ oet effet que le d^nominateiu* ne seit pas z^ro^ 
comme nous Tavous d^jä indiqu^« 

La formule (12.) exige^ pour 6tre appUquee fadleraen^ que la fono- 
tion <P{x) puisse se r^uire k une suite finie de roonomes compos& d'ua 
seiil facteiir: cependant en poussant fort loin Väpproximation, et eo oaleu- 
laut un grand nombre de termes de la serie ^+i'^, + ^F^ + otc., mi 
aprait en g45n^ral 

f^oos 0| ooso, 008 ^3 • • • • cos a^.%\n b^ sin A, • • • • sin 6|„ | 
4* ^iCOsc^ cosTg cosC) • • • . cosc^p •sincftBia^a • • • • sinrf^ H 
etc. 1 
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poiir op^rer les r^notioos n^essaires dann eette formute on pourra fiiire 
usage de T^ation ^^^ ^.^ ^^^ ^^^^ 

sss ^;;^^(co87+«S.co8(^— 2oP4'i^.i9.eot(f~*2av~2a«)«»**4 «to-)j 
dans laquelle lesarcs a,^ o,^ ^3^ »••• o^^ sont ind^termin^ et tpua diflPe« 
rens entre eiiX| et donnent a^-^j-tf^-f-o, •••• -}*^i*^=7i ^^^ indiqaant per 
«S«oo8(^ — 2ay)^ la somine de tous les termes de la forme 008(7 -~2a^)i 
ou Ton a fait suocessirement jr^mi^ 2^ 3^ «•>• n: en r^pr^entant par 
S.'S.cos(f — 2ay'^2aj^)j la somme de tom les termea de la forme 
G08(f — 2ay — ^Ox)r oiSi Tona Mt d'abord suecessivemfflkt ^cs^yS, 3| «•••^; 
et ou Tod a doniii^ h 2 toutes les valeiirs f^ 2, 3^ > • • « ^ (pourvu que 
Von n^glige tous les termea dans lesquels on aurait ysat %)} et ainsi de 
suite jusqu'au deniier termei eh obaervant toujonrs d'omettre tous les ter-- 
mes da eette formule, qui seraient ^gaux k Tuü de ceux que Ton a d^j^ 
trouv^Q!^ En diff&entiant cette ^qnation par rapport ^ (f,t$ 0^9 o^y ^c* y on 
obtiendrait des expressions semUaUes^ pour le produit d'un nombre quel« 
conque de shnis et de ooainns. 

M. Fourter en adoptant la loi de Newton a trouv^^ qne la demi- 
somme des temp^tiires de deux points de rarmille situ^ aiqc extr^mit^ 
d^un dlamdtre queloonque^ forme toujonrs, aü bout d'un temps trds-long, 
une quantit^ constante, et ^gale A la temp^rature mojenrte de rarmille. 
Maintenant^ puuiqtie ee resultat h 4t4 oonfirm^ par Texp^lence, il est elair 
qa'n derf a se d^uire encore de la loi du refiroidissement d^^cour^rte par 
MM« Dulöng et Petit« En efFet, en reprenant la valeur de t^ trouvifo 
pr^c4demment. (11«), et en j supposant / tr^«grahd> on devra oonsid^ 
rer seulement deux esp^ces de termes t oeiix dans lesquela on a « »s 0, et 
eeux qui r^sultent de sssl: e'eBt<«4-dir0 les termea multipli^ par e'^^ 

et par e^^ ^^ ; piiisque tous les autres qui eontiennent quelques «uns des 

feoteurs *~^ *'"' j ^"^ "^'^ etc.; «ont trop petits (dans ThTpotii^ 
de-^ tr^s^grand) pour dtre oompar^ A eeux-€i. Alon la valeur de v 
se p^uira h la forme , ^. , ^, 

V « B.*-**H.^r(^*^)'rinf + B,r(**^>oo,f , 

et il est clair qne si dans oette tfquation on substitue x-^^r^, au lieu de x^ 
on aura la teHap^rature v^ , du pomt de rarmille diam^tralement oppose ä 
celoi dont la distanoe ä Porigioe est Xf exprim^ de oette maniere 
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V. 






2 • • 

Si dans la formule (11») on tabititiie poiir & m valeur ef^ on troo^ 
▼erat que l'exprewoa de BL Fourier eontieiit seidemeiit la premi^ piiiii« 
aance de^^ et que la nftfre renferme aus«! j*« Ayec notre m^tfaode^ <m 
poarra pouwer Papproximatian ainn loin cpie roB Toudbra, aans cramte <le 
rencontrer pmau dea arcs de eerde qui la re&draient nuBe} et op pourra 
teujbtm d^enniiier les (MHirtantes arbhrairea (cpie Vmt troure eo prenant 
des integrales particiili^res des prämidres ^^latiims diflB^eQtielles, pour les 
substituer dans Celles qui sinreut) de maniere que tons les tennes aillent 
toojoun en d&sromant^ et gifauoiui d&ipmmateiir ne s'^Tanoiusse; ednmie 
nous TaTons fait daiis l'aiialjBe pr&)^deute« 

On seit qne t^quilibre das tenqp^tures daos ime armflle^ dont an 
pomt est soiunis ä une temp^tore eonrtante^ est dornig lompi'an adepte 
la lol de Newton^ par reqnafioii 

d^ = « ^^ 
dont rintegrale est v^szA^'^J^e'^% A ^ A^ ^tantdeux constantes ar-^ 
bitraires. En pwtsnt de la loi de M« Duloag on obtienty ponr l'^qm- 
libre des temp&IrtiireB dans le Tide^ l'^atien 

- .(1,^-1) 

qui a pour int^rale 

C et C, &ant denx nouYeDas eonstantes arbitraires* Lorsque v eat me 
pet^ quantit^) en peilt sq^poser sans erreur sennlble 

' -/vW^ + <^- = V^, "^ M W J^(' + ^^ + ''. . 

et 6u fiiisant C^/'(aj)ss]ogE; a2s;i% »t r^duisaut, on aura 
et par suite 




EV(Q 
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ea fiusant A^-j^i J^xm — — j^J •* oomme v est ^gal h la temp^ 

rature t du point que P<m considäirei moins !a temp^turo T de Fenoemte^ 
cm oblieiidra Mifin r^quatfoti 

qul daos le CM dd T'aEsO, comoide aTiao oeBe que iioub anons d^^ trou- 
y^^ en supposant le refroidisaeiDeDt proportioDiiel ü^ la diffi&renoe des 
temp^fiireii. 

Si PoD oensid^ ime barre iad^finie trdB«>nimo6y et que Pen sup« 
pose un tojet de ten^p^rainre eensfante plao^ sur ortte Imrre h Porigine 
des ooordonntey lomqoe P^quifibre dea tamp^turet se Mra^tabli, oet 

itbkt sera repr^ient^ par P^uation -—^sxn^v^ pouim que la temp^^ture 



tut aaaess petita pour pourov n^sU^ei;, dans le d^veloppeaaent de e^% 
puigaMioes de ^v sup^eures ü la premiSre: maintauaiit on aait que 
^grale de P^quation pr^oi^ente et|t v^szOt'^^C^e^i mak eomme 
[leuro l'dtat permaoent de la bwe est eatpiim^ d^uis j^ ss-m-oo, )ia« 
\ xs^h^^ pv Pikpiation 



"-«id/^^r)' 



et qua quelque T)ideiir que Pen attrifayue aux ooustautes^ ees deux expraa- 
flicn de i; ne peqireiit jamais oomoidery il ea räniltwait qua Knt^grale de 

F^qoaiicoi -^^vssnFVf ipA est Ibi&dre^ pourrait se farmer de la somine 

des dem: valeurs de v que om» Tenonn de rapporter^ et <}oiitiettdrait trois 
constaiites arbitraires^ Pour expliquer oe paradoxe il est u^eessaire d'öb» 

Server que r^quatiim 'j^vsm^v^ u'exprime Tj^tat permanent de la hane, 

que dans les pomts qui permettent un fiux de dialeur du point qui pr^ 
üide fmin^tatemeiit eeliu que Pon corakldre^ k oeluf'-d^ et de eelui-oi^ 
it Pautre qui le suit imme&tement; tandb que le fofer, que nous avons 
plac^ ik Pwigine des coordonn^i ^iroye un flux continuel de chaleur 4 
tOQS les points de la barre qai sont sltui& üi sa dr«nta et d sa gaudie. Le 
in£me rdsultat ae dMinrak de la oonsid^tion de la figure> qui exprime 
ies Tideurs des tanq^ratures pour ebaque .point de. la barre, et dont P^ 
quation est 
Ct^ie'f JooTOii a. M. vn. aa. 2. ntu 17 
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oar pour x^=^0^ au lieu de doimer '^-^ «s n^C^^ oomme oette oourbe 
devrait faire si eUe satisfaisait dans tous ses points A r^q[itation -j^ »■ n^fp 

on yoity par la consfniotion^ qu'dUe doime ^-^aeoo; puisque la eourbe 

dont nous parlons est formte de detix demi-logarithiniques Egales, qm 
ae r^mussent de maniSre ä ayoir leur taogente oommune au poiot de oon- 
tact, perpendiculaire ä VmLe des absoisses« Lea mAmea ooiudd^rations s*ap« 
pliqoent k une I>arre dpot plusieurs points aont entretoDus k des tenqp^ 
raturea ocmstantes: elles sont trds-simplea^ miüs iious avooa cra derok lea 
placer ioi^ cotnme ^tant propres k limiter T^tendue que ron aeraittent^ 
d'attribuer aux ^quations diffi^rentielles du mouvement de la ohaleor, ou 
ä leurs integrales. II faudra surtoot y avotr ^gard/ lorsqu'on youdra oon» 
naitre V^t calorifique d'un oorps^ dont un ou plusieurs points pris dans 
son Interieur ou d sa surfaoe^ sont nuf^^os^n des foyers de temperaturea 
inVariables. 

Une autre Observation que nous oroy-ons ne pas demr omettre^ 
e'est que lorsque dans rarmille circulaire, que nous avons oonsidÄr^ nous 
Bommes partis de la propri^t^ connuei que la temperature du point x de- 
yait 6tre ^gale ä celle du point dont la distanoe ä Torigine est X'^2rw^ 
pour d^terminer la forme des fonctions circulaireB comprises dans tiat4» 
grale^ nous Tavons fait eu suivant i'ezeniple des Slnstres g^mdtres qoi 
nous ont pr^^d^ dans ce genre de redierohes. Cependant il para!t| qu'au 
lieu de partir de cette consid^ration audliaire, on aurait d& dÄwmmer 
les coSfifictens de Farc x d'aprds T^quation qui exprime la figure de rar- 
mille > et Tirradiation qui se fait Interieur emeot entre les diyerses pardes 
de I'anneau ; Irradiation qui est modifi^ comme Ton seit, d'apres la oour- 
bure Interieure de rarmille# Ceci deviendrait surtout Evident, si Ton de- 
yait detenniner le mouvement de la dialeur sur une surfaoe cylindri- 
que creuse. 

Enfin il faut remarquer^ que la throne mathematique de la oha» 
leur a pour but de trouver ä chaque instant la temperature d'un point 
quelconque^ d'aprds les conditions initiales du probl^me et la ügaate da 
Corps que Ton considere« Cependant | dans la Solution de oe probUme, 
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on suppose toujoun qpie les ooordonn^ du point en questlon n^ont pmnt 
ehang^^ pendant que le corps «'est ^haii£B$ ou refroidi ; quoiqu'il soit oer- 
tain que oe point a diang^ de poutum, d'aprSs raugmeutation ou 1a dimi- 
nution de volume que le corps a souflPerte par Taction de la chaleur. En 
op^rant de oette manidre on trouve la temp^ture d'une mcd^ule mate- 
rielle^ exprim^ en ibnotion des ooordonn^ du point qu'eOe ocoupait 
dans Tespace au oommencement du ph^nom^oe^ et du tems ^coul^ depuis 
la ceasation de T^tat initial: ponr corrigw les fonnules que Ton a obte- 
nuesi il iaut oonnattre la loi d'apres laquelle les oorps se dilatent par Trf- 
fet de la dbaleur. Si Ton suppose les dilatations lin&ures ^Änentairasi 
proportionneUes aux aocroissemens de la temp^raturei oe qui parait tou- 
jours fWBUBf du moins entre oertaines limites de r^chelle thermom^triqney 
on trouvera que le point qui^ lorsque la temperature du eorps 6tait %itOf 
avait ;r pour distanoe k Torigine des ooordonn^i sera eloigniS de Tori- 

gine de la quantit^ ^t^=^/^^(l'f*^^)> ^ ^tant donn^ en fonotion de x 

et de />* et le coeflSoient a ^tant donn^ dans ohaque oas par rexp^rienoe. 
Mais oeei n'est qu'un aper^u^ que nous reprendrons dans une autre cir- 
constance. 



Ce memoire eil le mftme, a quelques chaogemeos pr^s» qui a eii lu en 182& 
a TAcademie Royale des Sdeiices de 
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16. 

Einige geometrische Sätze. 

In Folge des Lehrsatzes 11. Band 6. Heft 2. S. 213. 

(Von Herrn h. J. Magnus zu Berlin.) 



1. 

JliS sei ^ = <p (:r) die Gleichung irgend einer Curye^ an welcher sich zwei 
Tangenten so bewegen^ dals sie immer denselben gegebenen "Winkel mit 
Lander bilden« 

Nennt man die Coordinaten der Berohrungspuncte Jener Tangenten 
aj ß imd a/y ß^' und die trigonometrische Tangente des gegebenen Win- 
kels a^ so hat man, atiiser den Gleichungen = (p(a) und ß'ss^^«^), 
2ur Bestimmimg des Ortes des Durchschüitfspuncts der Tangenten, dessen 
Coordinat^i Xy y heilsen mögen: 

2. (j-ßO = |^(^-«0, 

3. |^_|4 = a(i4.|ü|^. 

öa da' \ y da da' 9 

Eliminirt man zwischen diesen Gleichungen die Grö&en -k^ und ^^^ ao 
kommt 



4. ol(y^)(y^ß^ + (x-<^Xx-a^]+(y^%x-^)-^(y^^ 
welche Gleichung, wenn man nur ^ und y als veränderlich ansieht, einen 
Kreis ausdruckt, der durch die Puncto «, ß und »', ß^ geht« DifferentSrt 
man diese Gleichung, indem man auch «, ß und «^, ß' als Ter§nderlich 
betrachtet, so erhalt man: 

5. [2ay— a(ß-fßO + «'— «l^y + P^^— ö(«+aO + ß— ßidx 

^ [y— ß'+ a {x—ctO + [a C/— ßO — (ar~«'J ||] ^ « == ©• 

Setzt n)an nun hierin für y — ß und y — ß' die Werthe aus (!• und 2«), 
so verschvnnden, in Folge der Gleichung (S.), die C!oefBcienten von Ba 

und dc^\ Der Ausdruck für den Differential «Coefficienten ^ ist daher 
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derselbe^ man mag a, a' ab veränderlich oder ab coostant betrachten« 
Hieraus folgte dab die Tangmte und die Normale des Ortes^ den der Punct 
X, y beschreibt^ mit der Tangente mid Normale des Kreises (4.) zosam« 
meofiBdIen; und man hat den Satz: 

1) Wenn ein Winkel von verfinderlicher Gröfse sich so 
bewegt 5 dafs seine Schenkel fortwährend eine gegebene 
ebene Curve berühren^ so beschreibt die Spitze P dieses 
Winkels eine ebene Cure Ton der Beschaffenheit^ dafs die 
Normale in einem Puncto P dieser Curve durch den Mittel« 
punct des Kreises geht^ welcher durch den Punct P und die 
Puncto ^5 B| in denen die Schenkd des Winkels die gege- 
bene Curve berühren^ gelegt werden kann« 

Es ist klar^ dab dieser Satz auch noch Statt findet^ wenn der Win- 
kel sich so bewegt^ dab der eine Schenkel eine und der andere Sehen» 
kel eine andere Curve berührt« 

Labt man zwd gerade Linien sidii so bewegen» dab aie fortwäh- 
rend Normalen an einer g^ebenen Curve sind und mit einander densdben 
oonstanten Winkel bilden^ so werden sie zugleich die Evolute jener Curve 
beriSiren» und man kann daher folgenden Satz aubtellen: 

2) Wenn ein Schenkel von unveränderlicher GrSfse 
sich in einer Ebene so bewegt^ dafs seine Schenkel eine ge- 
gebene» in derselben Ebene liegende Curve rechtwinklig 
schneiden» so beschreibt die Spitze P dieses Winkels eine 
Curve von der Beschaffenheit» dafs die Normale in einem 
ihrer PuncteP» durch den Mittelpnact des Kreises geht» wel- 
cher durch den Punct P und die Krammungs-Mitteipuncte^^» 
B^ der Puncto Ji and B» in denen die Schenkel des Winkels 
die gegebene Curve schneiden» gelegt werden kann« 

Obgleich £ese Sfltze von grober AOgem^heit sind» so lassen sie 
sich aus no<di dlgemdneroi ab besondere Fälle ablegen* Wenn nem« 
Udt zw^ gerade Linien sich so bewegen» dab sie ibrtwShrend eine gego« 
bene ebene Curve berühren» und dab sie mit dner dritten geraden Linie 
von g^ebener Lage zwei Winkel bildeu» die auf irgend eine gegebene 
Art von einander abhängen» so wird der Durchschnittspunot jener beiden 
Linien eine Curve beschreiben^ deren Gestalt von derjenigen der gegebe« 
nen Curve und von der gi^ebenen Art der AbhSngigkeit der genannten 
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beiden Winkel bestimmt werden wird» Man nehme nun die gerade LI« 
nie von gegebener Lage zur Abeonaen-AcbM und nenne die €^»en dureh 

^y ^ i>ezeiohneten DiffermtiaUCoeffioienten, der Kürze wegen ^ p und 

p\ 6o sind die Gleichungen der beiden beweglichen Tangenten 

L ^ — ß « ;>(af_«), 

IMe Abhängigkeit der Winkel ^ welche diese beiden Linien mit der Ab« 
scissen-Adise bilden^ wird sich immer durch eine Gleidiung zwischen den 
Tangenten dieser Winkd, d. i. zwisdhen p und p\ angeben lass^i^ so dals 
man hat: j^,, ^^^^j^^q^ 

wo 4^ eine g^ebene Function bedeutet. 

Setzt man nun für p und p' die Wertfae aus (L^ IL) in (IIL)i so 

und diese Gleichung druckt, wenn man «, und a'y ß^ als constant 
ansieht» diejenige Curve aim, die der Durchschnittspnnct zweier geraden 
Unien beschreiben würde, wenn diese letzteren sidi um die als fest be- 
trachteten Puncto drdien, während sie mit der Absctssen^Adise M^nkel 
von der gegebenen Abhängigkeit Mlden. 

Diffi^rentiirt man die Gleichiuig (IV«), indem man, aufser y und jt, 
auch «ß und «^ß^ als veribiderlich betrachtet, so kommt 

-4\ — (^==^ — J^''-Tp\ — i^=7Pr' — r"" =* ^- 

In dieser Gl^chung verschwinden aber, in Folge der Gleichungen 
(I., IL), die Coeffidenten von Sa und da^ d« i. der Ausdruck für den 

Differential -Coef&cienten ^ ist derselbe, man mag aß und a'ß' als ver- 
änderlich oder als constant betrachten, und hieraus ergiebt sii^ der Satz : 

3) Wenn zwei Tangenten an einer gegebenen Curve 
sich so bewegen, dafs sie mit einer festen Linie Winkel bil- 
den, die auf irgend eine gegebene Weise von einander ab* 
hangen, so beschreibt der Durchschnittspunct P dieser Tan» 
genten eine Curve von der Beschaffenheit, dafs ihre Beruh« 
rungslinie im Puncte P mit der Berührungslinie derjenigen 



CurTe Eusammeiiffillty In welcher der Panet P liegen wArde^ 
wenn die beiden beweglichen Tangenten^ statt sich an der 
gegebenen Curve fortauschieben^ sich um die^ dem Puncte 
P entsprechenden Beriihrungspuncte der gegebenen Curre 
als feste Punote drehten. 

Aus diesem Satae UUst sich durch Betrachtung der Efohite der 
fdgrade herleiten: 

4) Wenn awei Normalen an einer gegebenen Curre sich 
so bewegeui dafs sie mit einer festen Linie Winkel bilden^ 
die auf irgend eine gegebene Weise von einander abhangen, 
so beschreibt der Durchschnittspunct P dieser Normalen 
eine Curre yon der Beschaffenheit, dafs ihre Berfihrungs- 
linie im Puncte P mit der Beriihrunglinie derjenigen Curre 
ausammenfSIlt, in welcher der Punct P liegen wSrde, wenn 
die beiden beweglichen Normalen, statt sich auf der gege- 
benen Curre fortauschieben, sich um die Krämmungs-Mit- 
telpuncte derjenigen Punote drehten, in welchen die Nor- 
malen durch den Punct P die gegebene Curre schneiden* 

Es seien yas^(jp)} ^ae:<p.(^)} • . . . yisn<p^{s) die Gkichnngen 
einer beliebigen AnanJil gegebener Curren, und ron einem Puncte P der 
Ebene, welche diese Currtn entfifilt, sei an jeder derselben eme Normale 
gesogen« Wenn nun die LBogen dieser Normalen, vom Puncto P bis au 
den Curren genommen, in einer nur durdi eine einzige Gleidmng auflge- 
drfiokten Rdaticn trtehen, so wird der Punct P eine Curre beschreiben. 
Nennt man die Coordinatan des Pundes P x und ji diejenigen der Puncto^, 
A'^ .... JS% in welchen die genannten Curren ron den Nwmalen geschnit- 
ten werden, nß^ n^ß', •••• «(*>ß^*>) und ii, v,, •••• u^ dieLSngen die- 
ser Ncrmalen, so hat man, aufiier den Gleichnngen ßas^(«), ß^=:<p^(«), . . . 
. . . ß(">sm<p„ («('*'), cur Bestimmung des Ortes ron P die Gleichungen: 
(«•) (r-0>+(«^) — OJ O^0/»'+(^-«0 =0; •... (y-ßW);,<->+(^^^"^ =0, 

(c.) 4^(UyU,^....U^) s 0, 

vro Pf p\ • w . . p^"^ für j-t j yE; . , , , ^^ gesetzt sind, und ^^ eine ge- 
gebene Function bedeutet. Entwickelt mao nemlich aus den auerst ge- 



136 16. Magna $^ einige geometrische SaUe» 

aMmton Gleidiungeii die Orölsen o^ ß^ afy ß\ • « • • af''^' ß(*\ tmd uittt me 
in die letzte Oieichimg: 

^(»> «»!•••• Wj aa 0, 

80 ohfilt man die Gleichung des Ortes ron P in o? und y ansgedrackt« 
Wenn man aber diese Gleichung diflPerentiirt , so kommt: 

Es ist aber auch: 

a 

also in Folge der Gleichungen (a.): 

5= = Oi ?5 = "■• 5S5i = 0' 



t[ö'-»II+(— 4 1^ .^[(r-:ßO|^+C— 0]i 



* i • • 



und es versdiwinden demnadi in der Gleichimg (d.) die Cöeffidlenten von 
da^ Bafy • • • • BaS'^^y so da& der Ausdruck von -^ derselbe ist^ man mag 

aßy afßf •••• als veränderlich odw als constant betrachten» Wenn aber 
diese letztem Grolsen als eonsfant angesehen werden^ driidLt.die Gld^ 
chung 4^ {Uy u^ p . . . . Uj) =iO den Ort des Punctes P, für dmi Fall jMs ji^ 
A'y • • • • jt""^ feste Punote sind, aus» Die Tangeute im Puncto P des erst-» 
genannten Ortes fallt denmaeh mit der Tangente dessdben Punetes P infi 
letztgenannten zusammen^ und man kann daher den folgenden Satz aufiiteUen : 
5) Wenn ein Punct P sich Jn einer Ebene so bewegt^ 
dafs die L&nge der Normalen^ die von diesem Puncto an eine 
beliebige Anzahl gegebener, in derselben Ebene liegender 
Curven gezogen werden können, in einer bestimmten durch 
eine einzige Gleichung ausgedrückten Relation stehen, so 
ist der Ort des Punctes P so beschaffen, dafs die Tangente 
im Punote'P mit der Tangente derjenigen Curve zusammen« 
fällt, in welcher der Punct P liegen wnrde, wenn die beweg- 
lichen Normalen statt sich auf den gegebenen Curven fort« 
zuschieben, sich um die dem Puncte P entsprechendenDurch- 
schnittspuncte Ay A\ ... . A^"^ drehten« 




Um aus diesem aDgemeiiien Satase eii^e andere herasuleiteii^ irolftm 
wir amidim^i, der Fimot P soll so Megen^ dab die Summe der ^^ua« 
drate der Normalen s&m gegebene eonstante GrSlse sd. Nadi einem be- 
kannten Satze ist nun deu Ort des Punctes P^ wenn die Puncto ^^ A\ . . . 
.m. ^"^ fest sind| dn Kreis^ dessen Mittdpunct dw Scbwerpunct vcm A^ 
A\ • • « • A^^^ ist^ und bieraus baben wir nun unmittelbar den folgenden: 

0) Wenn ein Pnnct P in einer Ebene sieb so bewegt 
dflifs die Snmme der Quadrate der Normalen^ welcbe von die« 
sem Puncto an eine oder mehrerciCurTen in derselben Bbene 
gesogen 'werden können, einer gegabenen oonstanten Grfifse 
§ieiob ist^ ao gebt die Normale dea Ortes ron P durcb den 
Sdiwerpunct derjenigen Puncto^ in welcben die Tom Puncttf 
P an die gegebenen Curven gesogenen Normalen diese Gur- 
ren acbneiden« 

Wir wollen femer annehmen^ die Sumioe (oder die IKfiereoz) zwmer 
Nbrmalen, welcbe rom Puncto P aus an eine oder zwd gegebene Gurren 
gezogen weiden, aei constant. In dieseoii Falle ist der Ort des Punctes 
Py iSr eonstante Puncto A^ A'^ eine Ellipse (oder Hyperbel) uiid A^ A' 
ihre Bremipuncte» Daber: 

7) AVenn ein Punct P^sich in einer Ebeno «o bewegt^ 
d^fs iiie ron diesem Puncto aus an eine oder zwei gegebene 
Gurren gezogenen Normalen PAy PA' eine eonstante Summe 
(Odor Differenz) bilden, so balbirt die Normale (oder Tan- 
gente) des Ortes ron P den YfinlitlAPA'^ welcben die beiden 

Normalen einscblji^ijiem 

3. 

Wenn nicht die Längen der Normalen^ sondern <Be LSngaa der 

rom Puncto P aus an die Gurren gezogenen Tangenten in einer bestimm«« 

ten Rdbtion stdben sollen^ so ist die Lage der Beriihningalinie im Puncto 

P nicht mehr ron der Krumaning dar gegebenen Gurren in den Puueten 

A^ A\ ^ w A^""^ unabhängig. Denn atatt der Gleichungen (a.) bat man 

letzt die Glddliungen: 

und in Folge ^eser Gleichungen sind die Coeffitiejaten von hzy h^\ « « • 
• • • d«<") IQ der Gleichung (cA») nicht gleidi NnlL Setzt man aber (ur 

^^ und ii' die alch Äus(i-) ergebenden Werthe -(y— ß) und 7^(:r— ä); 
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für -K^f •••• -jp> und ßr J^, .... ^ <!ie analogen; fern^ für 9«, 

dm', .... d«w die sich «US (ö^) ergebenden ^E^; (^l£.'/^ «*^f 

wo^ $^5 ^^ die Differmitial-CoefHcienteB ^~; ^-^ etc. beasetcbncn^ so er- 
balt man aua (iTO 

wdebe mehts anders ab die CoonKnaien derlUinimiings«BIittelpimcte v<m 
Jly A^ ete. sindy durdi h^ l^ etc.; y^ y^ etc« bezaehnet: 

Ist z. B* ^ Summe der Quadrate der Tangeaten äne ccwstaDte 
GrSCse, so daCs man hat 

i//(ir, »,,....»„> = «•+«; + ,.,.«;— c» = 0, 
»»* a^ t _ av' t _ _ 5v^ * »- o 

V • "—' SS5 Vv • ""~ — • • • • • — • A' • *"" rs5 Jim 

du U CUx ^x OUn Un 

und für diesen Fall entsteht aus der dingen Gleidnmg: 

Die Gleiehung der Notmale im Pimcte dr j des Ortes ven P ist ddier 

n+l 

wenn £e laufenden Coerdmaten dieser Normale durch Xf T beseidmet 
werden« Hieraus ist klar^ dals die Normale durch den Schwerpnnct der 
Kriimmuugs • dfktclpunete geht« Wir haben daher folgenden Sabr; 

8) Wenn ein Pnnct P sich in einer Ebene go bewegt^ 
dafs die Summe der Quadrate der Tangenten PA, PA' ^c, 
welche Ton diesem Puncte an eine oder mehrere In dersel- 
ben Ebene liegende Curven gezogen werden, coustant ist» so 
geht die Normale des Ortes ron P durch den Schwerpnnct 
der Kriinniinngs«MitteIpunete Ten A, A' etc» 
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Es seieii femer nur zwei Tangenteo ron P ans gesogen und diese 
seien einander gleich^ so hat man 

daher ^JL-^JL d ^^JL — JL 



DieGleldbuBg der Normale ist also 

und diese lame nuthin der Terbindungslmi9 der Kranunungg-Sfij 
parallel, odar 

9) Der Ort der gleichen Tangente an einer oder zwei 
ebenen Curren ist so beschaffen, dafs dieTangente in einem 
P.unete P desselben, auf der Verbindungslinie der Kriim« 
mungs-Mittelpunete der zugehörigen Beriihrungspuncte an 
den gegebenen Curren senkrecht steht» 

4. 

Wir haben obei geseheu, dafs iCe Lage der Berobrungslime im 
Puncto P unabhängig sei von der Krümmung der gegebenen Cunren in 
den Pimcten ^, A^ etc«, es mag \// eme Form liaben, welche man wiD, 
wenn nemlich fiir den Fall der Ton P aus gezogenen Tangenten p^ j/ eta, 

oder was dassdl>e ist, ^—--f ^— ^ ota, und für den Fall der von P aus 

gezogenen Normalen, /[(>— ß)* + (j«?— «/]; /"l(r— ßO* + (^~«'/J etc. 
die F.unctionalgrölsen in \jp sind« Es kann nun gefragt werdmi, wek)hes 
die Ftmctionalgroben in ^p sein müssen, wenn vom Puncto P aus gerade 
Linien an die gegebeneu Curv^i gezogen werden, die diese unter irgend 
einem bestimmten Winkel schneiden, damit die Lage der Beriihrungslinie 
in P von den Kriinunungen der gegebenen Curven in ^, ^' etc. unab- 
hängig seien. Eine leichte Rechnung ergiebt Cur die Form dieser Func- 
tionalgroisen im Allgemeinen: 

wo n die trigonometrische Tangente des Winkels bedeutet, unter welchem 
die gegebenen Curven von den beweglichen geraden Linien geschnitten 
werden ) und wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. 

--—-—------— 18* 
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17. 

Observaiio pertinens tfd solutionem aeqaationam 
indeterminatarum secondi gradus. 

( Aaclore Ferd^ Mmdmg^ Dr« plA ) 

Aequatio" asi^^2bxy^c:^s:s±Ny cuhis determiDaDteiii Azazh^ — me 
poNtivum non qaadratum supponiinuB^ aolvitur per integros intw se pri« 
mos ope fractioiin cootiiiuae^ qiiae exprinut anam vel alteram «x nidicibiit 
fiequationis quadratae: ai^-\'2bV'\-c:s=iO. EYohitio radiois v ifa fifidr so« 
let^ ut firactiö continaa tenmnos negaÜTOs non eontineat. (^a l^e ob- 
4igrv9taLj demoDstratur^ Ä numerus N radicem c|uadrafam determinant» Ji 
jdon exoedat^ solutionem aequationis propositae neoessario aut nullam omnino 
esso5 aut in periodo fractionis oonlkutae v inveniri» — Cf« I^egendre 
Theorie des nombrta^ %. Xu. 

.Jam vero videamus^ qualem usum praebeat methodus ab iDa supm 
mdioata pauDuhun dncrepans^ qua ioco niuneri intogri maximi in quovb 
dencmSnatore oompteto fractionis continuae obrii assumatur numerus mtegcir 
ad denomiuatorem completum (qui est formae — u~> designando per J 
et jI numeros integrok) proxime aacedens^ negteeto eo d&MarijDEiine^^ uCrum 
mt maior iilo an minor« 

Quod si iiac lege evolvitur fractio oontinua, radicem v eiJUbens, ait 
denominator alicpiis completus positive accqptus s= — d^^ numerus m^ 

teger prexime acoedens sss a^^ denowittator insequena — '^—r i^un erit 

— ]D~~^ + 7^2?+y^ raide fit« 

5 
J+J' ^ Da.^ :=z JP' + Diy^ 

In &ß aequattooibus D et D^ non neoessario pwibus signai^ enmt 
praediti; facile tamen perspicTtur^ primum, fractionem continuam in forma 
proposita neu mmus quam in forma soüta (ubi omnes terminos positives 
habet) peribdicam forei deinde^ quoniam in formae solitae periodo D mU 
nor est quam 2^jiy eandem legend etiam in forma proposita locum ha» 

befOi^ Praeteree j^^— y uegleeto signo^ maior est ^lam 2, si fortMse 

prunum terminum fraetionis^ eontrmiae v esLoipias« 



. ^pift ^enerallter — ^^ ssi»±Wf. naior qiiam 2^ indieaiito 
nunorem: quam 1 , evenit : 

i, mäm Dw^^^^, seqnitur J' pönfi'nun esse atque minoKem ^lam 2/^ 
Ut exemplnm huiusmodi «?oltrtionis proponatary dKgamii» numen 



/^« invenitar 

/^7 aas 10— \r97 BS 10— -i—j 
10+^^97 _ - "^ ^1 
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>r97 _ 3_ *"~n^* 
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tt^V^97 __ j , » — «t«, 

84-VV7 _ -__ 



» -> li I i . 



3 

12±jCE.«20-«to.eto. 

1 

Desiguetur per ^ ralor approxunatuB radioTs v^ aequafiODi 

satisfiMSieiis^ in qua signimi mimeri poaitivi D^ minom quam /*^^ 
est; er^vatuF -^ ia fraotionem cotttinuam^ adnunh tenniuui negatii 
duo casus distingueiidi sunt: prior^ quo firaotioiihi oontinuae ^ d 
«or esLtremus est numertis integer maimr quam 2; alter^ quo est es 2« 

Sit ^ vator fractionn eontinuae^ reieoto denomiuatore extremo^ 
iiam habetur m casu pnori sfae ambiguitate: 

pf^^gp^ aut 5te-|-.l aUt stt-^1, 

Fractfo -^ ut inter eas fraotibnes conrergentes reperiatutfi quaer per 

e^oTutfonem radiois v a nobis propositam prodeunt^ conditio neoessa^ia af*« 
qua suffidans haec est^ ut denominator ccmiptetus iusequens « cadat ex:-' 
tra limites +2 et— 2- 

Jamfaabetur v=«Ef+e^, »fve ;g + a! = P^^^y^ . 

in quam form^itsm si substttuatur valor ipsius -^— v^ qaS est 
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In hac f ormula Signum ipsiiis D datum esse supponitur ; ngnum autem 
numeratom peudet a signo numeri /^A in ea radice v obirio^ ad cuiiis valo- 
rem — appropinquat. 

Dnde nanoiscimur, negleoto termino ±^t qin quoris dato minor 
accipi potes^ sine ambiguitate^ aut: 

^ + i.=:+__, aut ^ + ^= ^• 

Jamquia y = y^fA±f% ft>2, ^</', neoessarioest ^ fraetiopo« 
nti?a minor quam |. 

Igitur si zssz ~ £., Z></\^, — « neeessario est maior 

quam 2« Quod si vero 

igitursi — g T>2f D<f /'-rf, oonditioni quaesitae satkfactum est 

Altero casui quo fractionis eontinuae terminus extremus =3^ requiritur 
ut « rit positivus ac maior quam 2« Jamautemhoo incasu va!orml/>f^ — ff^ 
pro libitu accipi potest sive ss 4* U *>^ ==^ — i« Praeterea, aeque ac in casu 
praecedente^ habetur «4.2L. — ^yo — ^^4. Td"* ^^'P^^**""^ o >*«, ut vdor 

Toö «+f^ fiat positivus^ sive «+ ^ = + ■ £^ -> Habetur 7 =s /*• 2 ± 7^, 
unde ^ nisi est minor quam i ^ certe minor quam 1« Quare z erit positivua 

2VA 

et maior quam 2 , si — jj 1!>2, vel D^^^J. 

Unde concludimus: 

Quando propositaaequationeindeterminata: c;r*+2Ajpj^+0''^=^i^> 
in qua A^=s,b^ — ac numerus positivus non quadratus^ D minor est quamf /*^i 
evolutione alterutrius radicis v aequationis at;*4*2Ät;-f-cs=0in firactionem 
continuam^ admissis terminis negativis quam oelerrime convergentem^ semper 
decidi potest^ utrum proposita solutionem per integres admittat nee ne« 

Hoc theorema ad aequationes in quibus Z>=1 (qüas maximi momenti esse 
eonstat)^ applicari semper fere potest^ quia pauds casibus exoeptiS| V^A^ |« 
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la 

Auflösung einer astronomischen Aufgabe« 

(Von Hena Th. CUaisen za München«) 

JLlie Au^abe: ^^Aus dr^en gemesseneo Hohen dreier Stesnie vxA äea 
Zeiten der Uhr die Zeit^ P<^dhe nnd die unbekaiinte Ck>lUinatkm des hy» 
struments 2su finden^" fet meines Wissens noeh nicht oufgdtfst worden; 
weswegen die folgende Auflösung einiges Interesse. haben durfte« 

Nadi einigen sehr bdkannten Transformationen der gegebenen 6H>« 
£ien redtieirt sie sidi auf folgende sphärisch«* trigonometrische Au%pbes 
^^Aus den Unterschieden der Entfe^ingen eines Puncts von den drei 
Spitzen eines gegd>enen Dreiet^^ die Lage dieses Punetes za finden«'' 

Es sden die drei Seiten des Dreiedks /^ Vj V^; die resp. gegen« 
überstehenden Mlnkel a^ a^y ü''s nnd die Entfernungen von den resp« Vfut» 
kdspitzen ^-f^> ^+^f ^^+^9 ^o ^^ ^ unbduamt ist« Nennt man min 
cKe Winkel zwischen / und s/-f-^^ zwbchen /und sf'^Bf 2swischen s+^ 
nnd V resp« x'y a^\ Xy und bemerkt^ dab aUgemein^ wenn «, otfy oif' die 
drei Seiten und^i^^^'^ A'* die gegentiberstdienden Winkel eines Dreiedcs sind, 

so hat msoiy wenn man oodd aulsierdem setzt: 



• «in i (./"+*'--*)' 

o *" sini</»-|-< — i")' 

tangiar = «""tang i («"+ df"). 
SuiMtäasrt oud ^ zweite dieser Okicfauugeti ia ^ dritte« so er- 
giebt sich* *"t*»gi«"-Hg^^^fa°g}^ . 

laugt«» 1— i'Mia»io"l«igJ«' ' 



Aus der «niea findet maai 

Ifaditman mm 

^ ismoMJM^ — 1 sssm'oQsIf', 

1 C3 ffsmür^ jr es A'siniV', 

so ^fisd» 
odec 



s«tit man daher: 

^'m ttf 0Qa(Jtf •)- 2V0 — m'/t «ios(Jr+ iV) s j& oos tf, 
^'ma'BiD(Af +A0— ^'a im(Jlf'-f-iV) as h riaH, 

86 erliSlt mau 

* cos (Ä + 4 «'+ «0 «= ^ »»«' eo» (Jf — TV»— I «0 — w'/i oos (Jf — iV + 1 o'), 

wodutdi also die Angabe geldst »(> da naoh der Bestmunun^ von 4/ die 

filingeD CSfS&en sich sehr leicht eingeben. 

, den 20. Fehmar 188L 
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19. 

Memoire sur Pequilibre interieur des corps solides 

homogenes. 

(Far MM. Lam^ et Claptyron- Colonels du G^nie aa sanrica da Roitia.} 



Rap port 

fftit par MM. Poinsot at Navier k racadttinia das adencas da Taris dans la 

a^ance du 29. Seplambra 1828, sar qd memoire da MM. Lanij et ClapajrroB^ 

conceroaDt T^quilibra iDt^rietir das corps solides homognes« 

JL acad&nie not» a charg^^ M. Poinsot et moi| de Im rendre eompte 
d'im memoire prdaent^ par BIM. Lam^ et Clapeyron^ andens ^evea 
de TEcde Poljrteohiii^^ Ingenieurs des minea^ actueUement au aervioe de 
Ruaaie» Ce m^oire, qui n'eat pas le premier ouvrage qui lui ait ^t^ aou- 
mia par cea jeunea aavana^ a pour objet la reoherdie dea eonditiona de 
requOibre dea eorpa solidea ^lastiquea^ loraque oea corpa aont expoa& k 
Taction de diversea forcea qui tendent A en changer la figure. On aait 
qiie lea queationa de oe genre oot attir^ Tattentioii de pluaieura illuatres 
g^mdtrea^ parmi leaquda on peut citer Leibnitz, Jacques Bernoulli^ 
Euler et Lagrange« N^motns ellea n'ont ^t^ trait^ juaqu'^ pr&ent 
qu'en admettant oertaines bypothSaea qui oonyiennent aeulement u des cas 
partiouliers et fort restreints^ et d'aprda leaqudlea on n'a pu se former dea 
notiona auflSsamment exaotea et ^tendues sur la natura d» phdnomdnes 
qui sont dus h eette propri^f$ phyaique des corpa solides d^gn^ soua le 
nom d'^lasticit^. MM. Lam^ et Clapeyron out voulu traiter les md« 
mes questions d'une manidre generale ^ et exprin>er au mojen du caloul 
les loix de ces pb^om^nes^ qui sont du domaine de la pbTsique et de 
Tart des eonstructions^ et qu'il Importe beauooup aux oig^nieurs de con- 
uaitre et d'appr^er aveo prddaion. 

Les recberdies de ce genre^ ^ooX on trouye des modales dans les 
tb^ries du mouvement des fluides et de la distribution de la cbaleur, 
oomprennent ordinairement dewc parties principales. On exprime d'abord 
par les formules analjtiques des conditions g^n^rales qui conyleonent k nn 
Corps d'une figure arbitraire^ sollicite par des forces ^alement ind^termi'« 
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n6e&; couditiona qui d^pendcnt seulement des loix eonnues de P^quiBbre 
des forces , et de la nature physique du sjBteme que Ton oonsiddre» U 
faut ermiite partioulariser ces r^ltats g^^raux^ en les appliqiiant atix 
di^^s cas qin peuvent se pr^enter^ et obtanu*) pour diaoon de oes eas, 
la connaissanoe des dTets qiii sont Tobjet de la recherdie^ en ajrant ^gard 
en m^e temps aux condttions g^^rales, ik la fignre particali^re du corps» 
et aus foroes donn^s auxquelles il est soiunis* Si l'on veut en^Iojrer 
les expressioits iisit^ par les g^mdtres, les deux op^tions que nous 
venons d'indiqiier consistent dans la recherohe des ^cjuations diflSSrentidles 
propres a la question^ et dans Vint^gration de ees ^quationsi 

Quant ä r^tablissement des ^qiiations diflp^i^ellcs destin^ & re^ 
pr^enter les oonditions g^n&rales de T^quiübre des parties des solides ^a« 
sticpies MM« Lam^ et Clapeyron ont admis le meme i«inoipe) et pro* 
oed^ de la m^e mani^re que Tun de nous Tavait fait dans un memoire 
qui a et^ pr^nt^ & l^AoadiSmie en 1821, publik par extrait dans le Bul^ 
letin des sciences de la societe philomatiyue en 1822, et imprim^ en en» 
tier Tann^ dam!^ dans le tome YU, de nos m^oires. Bs panrien* 
nent d des ^qnations semblables ä Celles qui ayaient ^A^i donn^ dans oet 
^erit« On doit seulement remarquer quils ont d^diiit direotemoit du prin* 
dpe dont il s'agit les ^quations d^termiuMS rdatives aux points de la sur* 
face du cdrps, et qoi fönt connaitre aussi les pressions ou tensions int^ 
rieures; landis que, dans le memoire de 1821 ^ ces equations ayaient elb6 
obtcnues par les m^tbodes de la m^canique analjtique. Nous som- 
mes Obligo de rappeler ici que ce demier memoire condent la premiere 
id^e de la question, et les fondemcnts des rechwehes relatives aux oorpa 
^iastiques. MM. Lam^ et Cläpoyron n'en feisant aucune mention, on 
doit penser qu'ils n'en *avaient pas connaissanoe, et qu'ils sont parvenus 
de Jeur cöt4 aux mdmes r^ultats'. Ils ont dUUeurs poursuivi aveo auo^*' 
c^ le genre de recherches qui ^toit Tobjet de oet ^rit. 

L#es auteurs nominent dilatation le rapport de la yartation qtie 
subit le Tolume d'un ^I6ment du corps par Tefiet du changement de figurqi^ 
au vokime primitif ou naturel de cet ^I^ment. Ils donnent Texpression 
de ce rapport en fonction des deplacemens des mol^cules, ef'une ^quä^ 
tion diff^rentielle g^u^rale a laquelle oette expression doit satitfairei» On 
remarque que cette ^lation, dans le cas particuliw od les forces appliqu^ 
aux Points int^eurs du oorps sont constantes ou hulles« ne differe nas ito 
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r^uaücm Ä la^paeUe doit ntisfiore Vexpremoa de la tanq^^tiire des p<^te 
d'un oorpt solide^ lonque le moavement de la ohaleur est deFenii oon- 
wtmdf elk qua eette tanp^ratiire ne yarie pkis a^ee le tenuu 

IMDML Lam^ et Glapejrron <mt ^tndi^ les kix gfioAnlm des d^ 
^aomente des mo lfoules int^rieiiKS des eoarps äastiqpies^ et des j^ressSons 
cm tensioiis qni s^AaUissent entre leun pardes» Hs <mt reeomui, d'mie 
part ^'uD ^^rnent du vobaoßf dont la figure senst^ dans f^fest aatonl 
du eorpa^ mie sph^ d^un njeii tvds pelit^ se chaiigeait totj our s en vn 
fdlipsQide} d*aiitre part^ qaH exisiok; toojomB parmi les prcsriops. int^rieiH 
res trab pressioiis prindpales perpendioidaires entra eOes^ dopn^ par les 
raoines d'une ^quaticm du traisidine degriä^ et qui oorrespoudent aux demi» 
diarndtres d'un autra eH^soide eoustruit sur les mömes axes qoe . le pro* 
mier» Les rajons Teoteurs de ee dernier eUqisoUe rqpr^senteBt les i«es- 
sioiis qui oot lieu autour du eentro dans toutes les direetioiis. II ezkte 
de plus une troisidBie surfiMe du seeoud degr^^ eonstnute sur les mteies 
axes qoe ees deost el^^soides^ et tdle que si Ton udoe ä eette sur&oe 
un plau taugen^ le rayon veoteur dmg6 sur le peint de iangenee^ et eon- 
MM «omme c^parteuaDt au seeond dlqpscMfde) repr^iente la prestfon ou 
tension qui est exerc^ au eentro eonunun sur un ^l&nent superfioiel paral- 
lele 4 ee plan tangenL Le m&noiro eontieat les ^quations de eis sur- 
iacesy et la discassion des eas o& les pardes du eorps ^tant press^ dans 
tous ks sensy ou üxim dans un sens et press^ dans un autro^ la der* 
mdro sur&oe du seocmd degr^ est un dUq^saide^ ou la r^union de deux 
bjrperboldides eonjogu^ h une et ä disux nam^es. On Tirft UA des eflfots 
assiqettis A la loi de ecmtinuit^ lids antra eux, et repr^MaitÄ m meyen 
des propriÄ& des mahoa du seeond degre. Ces r^mltats» dont dhrenes 
tb^wies appartenant k la gdom^trie et A la m^nique ont d^ donn^ des 
exemples^ ont Parantage de fairo oonnaitra oompletement^ et sous des 
formes que f esprit saisit aveo &oUit^ ks modifioations subies par ks par- 
ties int^euros des eorps» 

La partie des Exereices de mathematiyues de Mir» Gauehy qui a 
^ publik l'ana^ dernii^ oontient plusieurs prapositions ralafives aux 
prossionn int^rtoures qui ont lieu dans un corps soSde^ anakgues aux pr^ 
o^entesy et dont qudques-unes ayaient ik6 donu^ ant^rienrement par 
.Bfr# Fresnel^ BfML Lam^ et Clapexron remarquent que ia th^orie 
espos^ dans kur omrragi difiero esseotidlenient de ceUe qu'arait adopt^ 
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Air« Cauolij. Nous nous abstenons de parier des reoherdies qui ont 4t^ 
publiees aprSs la pr^eutation du m^oire qtd est Fobjet de oe rapport« 

Apres avoir donn^ les ^quations et les propositioiis gimMLeB qm ap-> 
partiennent d la tb^rie des corps ^astiques^ les auteurs traitent dhreraea 
questions speciales. Ils considdrent sucoessirement im prnane somms 4 
une pression ext^eure constante^ et tir^ dans le sens de sa loogneiir; 
iin Corps de forme quelconqiie presse ext^rieurement ; mi cjriindre somn» 
^galement ä une pression ext^eure constante, et tordu par des foroes 
appliqu^ aux extrdmit^^ que Ton suppose infiiiiment 6Lmgm6Mi ua cy-^ 
lindre oreux press^ en dehors et en dedans av90 des feroes diflRSrentea; 
mie sphdre pleine^ dont tous les points s*attirent en raison inFerse du 
quarrt des dbtances; enfin une sphdre oreuse soumise en dedans et en 
dehors A des pressions inegales« Les Solutions de oea questions dans les- 
quelles les d^placemens des points sont dono^ par des esqpressions frds 
simples^ et qui se pr^entent en quelle sorte d'elles-mteies^ oflfirent les 
raojens de d^terminer de pluaieurs manidres^ d'aprds les r&niltats des ex» 
p^riences connues^ la valeur d'une oonstante qui entre dans tontes les for» 
mules^ et qui peut r^pr^nter Tintensit^ de la r^sntanoe que les eorps de 
ohaque esp^ opposent au cbangement de figure. Ces solntioos oondui* 
sent ä diverses eons^quences remarquables« On trouve^ par eoLon^le^ que 
kirsque la pression Interieure qui a lieu dans un i^lindre creox (qni est 
suppos^ d'ime longueur infioie) d^passe une certaine limite^ 9 n'est pas 
posnMe^ quelle que seit T^paisseur donn^ & ce cflindre^ de le rendre ca« 
paMe de r^sister ä la rupture. Dans le cas d'une sph^ pleine dont les 
points s'attnrent en raison inrerse du quarrt des dntances, on tronre qii'au 
oentre la pression fait^eure est ^gale au poids qu'aiut>it u la suriaoe de 
la i^bdre une colonne de la matidre dont cette sphere est form^, la lon- 
gueur de oette eolonne ^tant les f^ du rajon. A une petite prolbndeitr 
au dessous de la surface^ la pression dans le sens du plan tangent est 
^ale au poids d'une semblable colonne dont la hauteur seroit les ^ dn 
rajron de la qph^« Les parties d'un semblable globe roisines de la siir- 
fiiee sollt dono oompnm^es lat^ral^nent areo ime force extrdmement grande 
comparativement au poids de la colonne de matidre dont elles sont char» 
g^ dans le sens du rayon* 

MML Lam^ et Glapeyron ont zesenr^ pour le demier diapitre 
de leui' m&acire plusieurs questions dont la Solution comporte une ana» 
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lyBO d'un ordre plus ileri^ Jh s^oeoupent en pren^ler liea d'un oorps cjr- 
Imdrique pesaat^ d'une longneur infinie, aux points de la suriaoe dnqoel 
sont i^pliqu^ des forces distrilm^ d'uoe maniere ari>itraire; puui d'im 
eepaoe solide d'une ^endue md^ifinie fenmn^ par im plan ou per deiix 
plana paralleles^ en sopposant ^galement des foroes ^eloonqaes appKqu^ 
aux pmnts des plans qpi formeut la surfieioe des coips« La priemi^re 
de ces reoherdies donne mie solotion g^n&ale des probtömes de la ten- 
rion et de la torsion d'oa eorps ojrliiidrique» La seoonde conduit d une 
relation remarquable^ et fort simple^ entre la condensation et la dOatation 
qui a lieu pr^ de la surface d'un^corps solide» et la presrion ou tension 
appliqu^ d oette suriaoe^ et qui est la cause de Teffet dont il s'agit. On 
Toit repwttltre dans ces redherdies les formes analjüques au mojren des« 
queUes les questions les plus dilBciles de la tfa^rie de la dialeur ont ^t^ 
r^lueSy et qui semblent destin^ d&ormais ä doniier aux g^mdtres les 
eacpressions des loix madi&natiques des ph^omdnes naturels les plus im- 
portants et les plus £rers» 

La tb^ocie qui est Tobjet de ce memoire est nourelle. G^te di^o» 
rie a d^uis que^pie tems attir^ Tattention de plusieurs g&>mdtres» qui out 
pr^nt^ sur ce sujet des notions qui ne s'aocordent pas enti^rement eiitre 
eUes« Quant aux prindpes adopt^ par les auteurs Topinion de Tun de ros 
commissaires , au rooins, ne peut 4tre douteuse ä cet ^ard^ puisque ces 
prindpes ne different pdmt de oeux ^'fl avoit ^tablis depuis longtem» dans 
un 6antf dont il a 6t4 question d dessus* Cependant^ eomme le tems et 
rassentnnent g^neral sont n^oessaires pour fixer enti&rement les id^ sur 
des objefs de cette nature^ il ne oonnendroit pas de proposer id k Taca« 
d^mie de prononcer sur. ce point un jugement pesitiL Bfais» nonobstant 
oette reserve^ nous n'h^terons pas d reconnaitre un m^rite disfingu^ dans 
le travaO de MM. Lam^ et Clapejrron» et A demander qua ce travail 
seit approuv<S par racad^mie^ et imprim^ dans le recueQ des savans ^tran» 
gers« Siga^ A la minute: Poinsot, Narier» rapporieor. 

L'Acad^mie adopte les condusions de ce rapport# 

Certifii cooforme: 
Le sttcvtoors pfip^toel ponr le» eciejicei ma&iinstiqaes. 

B**« Fourien 
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Memoire sur l'equilibre int^rieur des corps solides. 

Introdnctiöiu 

1. 

Les gtSom^tres qui ont ^die la A^orie de T^pulibre des oorpe 
solides ) se sont born^ jusqu'ici «\ la recherche des rdatums qui doiveiit 
exister eutre les forces qiii leur sont appliqu^es^ pour qu'elles se oontre« 
balanoent exBCtemenL La nature de oes relatioiis est iod^pendante de la 
Constitution intime du oorps; dies resultent de oe que la distanoe relative 
des points d'application est siq^os^ invariable« 

Bfais cette manidre d'envisager la question^ lause dans une igiKimttoe 
con^lette sor la loi suivant laqudle se transme^ d'un point ä Pautre d'im 
oorps solide^ Tinfluenoe r^proque en vertu de laquelle raotkm de l'une 
des foroes est d^truite par eelle de toutes les aatres« L'^ude de oe pb^ 
nomine est pourtant d'une grande importanoe^ puisqne nons royatm que, 
lorsque les forces qui se fönt ^quüibre^ aoqui^rent un degr^ süffisant d%iH 
tensit^y le corps solide^ apr^ avoir chang^ de forme d*une mani^ plns 
ou moins sensible^ finit par se briser. 

Les ing^nieurS) dans la i^tique de leur art^ devaut propcHrtionner 
la force de leurs eonstructions^ aux effbrts qu'eUes doiveut siqpporter^ ont 
sans eesse ä s^oconper de oonsid^rations de oe genre; eussi <mt eDes fix^ 
depuis longtems Tattention des g^m^rtres, et la sdence s'est suocessiveinent 
tturidii de formnies impwtantes sur la r^sbtance des solides; mais toutes 
edles qui sont parvenues ä notre oonnaissance» fond^ sur des hypotfidses 
plus ou moins gratuites^ et pr&ent^ comme Texpression enq^jriqne des 
expdrienoes iaites par leurs auteurs^ occuperaicnt dans une tb^orie oom» 
plette de T^quilibre des corps splides^ la place qu'on pourroit asngner aux 
formules iisit^es sur le jaugeage des eaux oourantes^ parmi les loix g^^ 
ralcs de Tfaffdrostatiquey c'est-A-dirQ qu*elles seront longtems utfles aux 
gens de Tart mais qu'une th^orie rigöureuse doit leur servir de base^ 

2. 
Un oorps solide peut £tre consid^ comme le lieu g^m^trique 
d'un nombre infini de poi^jts materiels, qui se distinguent du reste de 
Pespace par plusieurs propriet^ , parmi lesquelles nous dterons Celles qui 
ont trait aux ph^nomones ro^caniques dont nous recherobons h loi* 
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Lorsqu'un oorps solide est d P^tat de repos, les points mat^ridb qui 
le composent^ sont soUieit^ par des forces ou nulles^ ou qui se fönt ^qiii* 
libre; mais lorsqu'on exerce one pression k sa surfaoe^ celle-d entre en 
mouyementi r^braulement se oommimiqiie aiix moleoules int^rieurs, ie cofps 
solide se deforme l^gSrement^ et se constifue kient6t dans un noinrd ^tat 
d^^cpnlibre« Ge phenomene^ sensible dans ceiiains eoips^ exige des instnimeais 
tr^ d^cats pour ätre ceconnn dans d'autriQs^ mms il exbte poor tous« 

Les points mat^els placos A la sm^aee^ et qui refoirent Faotioii 
imm^diate de la pression ^ transmettent cette pression aux mol^les int^ 
rieures du oorps solide, et ^prouvent de lern part one pression ^gale, qui 
maintiont requilibre; ces nouvelles moleoules exercent sur des mol^les, 
plao^ i une plus graiide distauce de la siirface, une aotion analogue A oelle 
que les moleoules de la surface exercent sur eUes# Ünsi se propage, sui* 
vaut une loi incounue, la pression exery^e ik la sur&ee, jusqu'ä ee qii'elle 
seit d^truite par un obstacle eontre lequel s'appuie le oorps solide« 

Si la pression ext^rieure cesse, tout rentre dans T^tat primitif, et 
les pressions int^ieures eessent en mSme tems. 

3- 

Soity par exemple, un oorps eylindrique, aux deux bases duquel 
on applique des traetions Egales et oppos^, il s'alonge l^Sreraent, et 
V^quüibre se r^tablit ensiiite» La traction exercee aux ex trennt^ s'est 
propi^^ dttis rint&ieur du cjUndre^ d'une extr^mit^ ä Tautre: en effet, 
a Ton imag^ne une section perpendfoulttre aux aretes, il est n^oessaire, 
pour le nouvel ^tat de t^quilibre, que la partie du oorps placee d'un e6t^ 
de la seotioii^ attire oeQe qui est )[>lac^ de l'aiitre oöt^ et seit attir^ par 
die par une force ^gale i la traotion exrac^e aux extrenut^« 

Si oelle d ^toit remplao^ par une eompression^ le qjrlindre^ au 
lieu de s^idonger, se raccouroirait, et la partie du oorps plao^ d'un des 
eöt^s de la Sectio» , exercerait sur I'autre, et ^rouForait de sa part^ une 
fbrce r^pulsive ^gale A la pression qui s'exerce sur les deux extrdmites» 

Eniin^ si Ton fiaut cesser les traetions on les pressions ett^rieures^ 
les attraotions ou r^pubions mt&rieures eessent ^galement^ et le qylindro 
reprend sa forme primitive* 

4. 

Les diangemens de forme d'un eorps solide, c'est-u-direi les va* 
riaüons dans les distanoes rospectives des points matmds qui le oompo- 
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seoty f^ont doDc toujours accompagn^ du d^veloppeinent de Forces attrac- 
titres ou Kpiil^ivesy eutre Ics partics qiii le composent; dies naisseat, 
croissaDt et a'annullent eusemble; ces vamtioiis et oes foroes aont donc 
daos une d^peodaiice mutueUe» 

Or lea propri^di d'im oorps solide^ ne devant d^pendre qua de ceUea 
des pomts mat^riels qiii le coipposeiity eux seub peuvent Mre eonrid^r^ 
comme les fojers d'ou ^nanent lea forces dont nous Tenoos de parier; ae 
rappelaot ea outre que lea traottons^ exerc^ sur les extr&nit^ d'im ojr« 
lindre^ donnent naissanoe ä une force attraotire dana le aeoa o& lea points 
mat^riels a*^oigneDt les uns des autrea; et qu'au contraire^ une oompres* 
sion donne lieu k une foroe r^ulsive^ dans le sens ou oes pmnts ae rap» 
prodient) on est condwt rigoureusement au r^ultat impwtant dont 1'^ 
nono^ va suivre, et qui est le fondement de notre di^orie« 

5. 

Un oorps solide en repos, homogene dans toutes oes partiea^ k 
la surface daquel ne s'exerce aucune pression^ et dont lea mol^oulea ne 
sont soUicitees par aucune force acc^l^ratrice^ est le lieu d'uu nombre in^ 
fini de poiuts mat^rieb^ ^uidistants^ infiniment rapprodi&i^ mais qiii ne 
se toucbent pas^ et qui jouissent les uns k T^gard des autres de la pro- 
pri^^ suivaute: 

Si en yertu d'une pression ext^eure ou d'une force aeo^I^ratrioe 
qui Tient dnaitre tout-i^-ooup, deux points pris au hazard se rapprochent 
ou s'^oigneut Tun de Tautre^ 11 en r&ulte entre oes deux mol^cules une 
aotion ou force r^pulsive dans le premier cas^ et attractive dans le se« 
eond, qui est une fonction de la düitance primitive des deux points et 
de r^oartement^ o'est-Ä-dire de la quantite dont ils se sont rappro« 
diÄ ou Aoign&i. 

Cette fonctioü pour un mSme corps est nulle, quelle qud aoit la 
distanee^ lorsque r^cartemect est nul ; eile decroit tr^ rapidement, quel qua 
soit r^cartement, quand la distance augmente^ en sorte que eetto fonction 
devient inaensible^ d^ que la distance aoquiert une raleur sensible^ car toiite 
adli^on oesse entre deux parties dun memo corps sdpar^ Tun de Taii- 
tre par une distance appr^iable. 

Selon que cette fonction Tariera plus ou moins rapidement aiFec T^ 
earteroenty une m6me pression produira un diangement de forme , moins 
sensble dans le premier cas, et plus sensible dans le seeond; le premier 
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est celui des eorps /rigides^ tels que les pierrei^ let 
est cetui des eorps jfiastiqaes tels que le ^eoiilolioiilu 

La tli^CMia qiii va suifre s'api^iqiie au eas oa le ohangemewt de 
fonne> r^sultant de TactioD des pressioiis ext^rieiires^ ou des forces ao* 
od^ratrioes^ est tr^ petit; sdt qae ees pressions ou oes forces seient dies» 
mSiKies tres petiteS) seit que le eorps que Vcm eonsiddre ait une gnöide 
rigidit^« Alors la fimetk» dc) P^eaftement et>.de la d&tenee primitive^ qd 
rq^r^sente Tattraetioii ou la r^dUon^ se r^dnit au jHPoduit de la premidre 
pufasauce de r^oartemeirt^ imdtipli^ pai* uae^ fimotiou de la dhtaiioe pri« 
mitive^ qni| anud que nous Tarous ramarqud^ est insetudble dds qae la dS« 
stauoe aoquiert une falenr appr^ciabte« 



Pr(Hnier0 ^^c//oji» Equatlens diff^rentSelles« 

7. 

Soieot Xf fj z les eoordonn^ orthogonales du lieu oocup^ per le 
oentre de gravit^ d'une mol^de quelconque M^ situ^e dans rint^eur 
d'un oorps solide homogdne; si des fwces aoo^lÄmtriees ou des pressionsi 
variables d'uue mol^ule k uue autre^ Tienneut A troubler rhomog^n^it^ 
de ee oorps^ chaque möl^cule M s'äoignera de sa premiere positiou, en 
d^crirmt un espaoe dont ks projedions u^ P^ w seront Tariables d'tme 
mol^oule h Tautre« Le ptobUme g^u^l dont on s^ocoupe dans oe m^ 
moire^ coiniste it dAenmoer les ibnotions u^ v, w de Xf y^ i%^ lorsque 
les ^oircoiistsnces qui ont troublS l'homogäri^t^ sont donneei, et que le 
oörps seit asses peu d^form^^ pour que l'on puiase consUAMr^ dans toute 
son ^tendue^ Up v, w\ eomme tv^ petits par rapport aux dimensions 
de ee corps» 

8. 

Eü ezprimant quTune mel^oole queloonque M^ dans sa nouvelle po« 
sition, est en ^quiDlMrey c^est-A^dire que toutes las foroes attractiyes 
ou r^ulsives^ qui naissent du dhangement de positioo de c^te mol^cule M^ 
relativeitnent lü toutes las autres mot^oules du eorpSf fpnt ^qoiUbre k la 
fbrce acc^l^ratrioe^ ajraut pour oomposantes <MrtbogonaIes X^^ Yx^ Z^^ et 
qiii agit sitr cette mSme mobfcule^ on est conduit aus ti^ois ^qiiatfons dif^ 
f<^rentielles; 

Cr^*» JoQrfial a. M. vä Bd. X Hft. 20 
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^ ^tant im ooSfBdent oonstant pour im mime oorp». 

Tellei sont los ^atimui g^n^rales du probtöme propos^. C^9y^^ 

pour ieur dÄnonstratioii la liofe premiiSre (f« 15^ 18. 17^) 4 la fin de oette 

pMmidre seotian.) 

0. 

La dennt^ du corps prapos^ augmeute oo dimmue en diaomi de 

MS pomt8| k^nqpfü passe de F^t d^^qiiilibre Inmiog^e atf neorel Aat 

d'^quilibre que nous ooiisid&t>iuu Or si ron d^gne par 9 le fspport de 

raccroissCTQieiiLt d^un yolume mfimment p^t (dxdy^M)^ oeoup^ par un 

certain nombre de mol^oules^ k oe Tolume lui mdme; eette quaniit^ 6^ 

qu'ou peat appeler la dflatatioD^ sera variable d'un pcmit ä mt autre; de 

plus eile sera li^e aux fbnotioiui u, v^ w par P^uation: 

A du I dv I dw 

(vojes (.18. la noto seconde). Les partids dn oorps od oette fonotion 
Ben pötttive ae aeroat dilat^; odUes pour lesqudles 9 sera n^itiire ae 
aenmt <ioiitract^; enfin le lieu de toua lea pdnla oi^ la deniit^ du ocarpa 
n'aura pas diaug^ ou aera restfe la m^atie que dans le cas de l'hompg^ 
n&t^ sera repr^sent^ par l'^quation 

du ,dv , 8w- f. 

5^ + 55^ + ^ — ^- 

10. 

Las ^quations (I.) poinrant s*^crire ainsi: 

- B0 d (Bm 8A^ B fBv B%^ . r, « 
^ B9 . B (Bw Bv\ B iBv Bm>\ , Z, __ « 
on obtient en les diffi^reofiant, la premi^ par rapport & x, la tetoude 



a 



^ 
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CSelto 4tfmi&om ponmi sarfir & dAermiMr darwteamt 9^ an la Idi de la 

^fihfarfJQii^ loffsqua ki OMDpoMütM JPt 9 To ^i Mrcmt domiiSM an^, /^ a. 

• Lartqiie Ja foin^ atito^Ailriee ag^nmit . für dbaqiie noKml« Mra 

« - • ' • * • • • ■ ' 

ftomtanto daas inte Mtendua 4o ccumy et j aora aonttamuMiit 1« oilme 
directum, ee qd eompraiid le aM dW oorpspeiaiitf Htu^ ila iurfiMMi da 
la terra, et pea ^tendu rdatireiiieiit aa nsymi terrestre^ P^^^ioaliDii pr^o^ 
deute te T^diiit A: ^^ , a»tf , a*# 

On eoDÖlat de I& qiie les dOatatieiis ou eontraotioiit qifira cosps eofide, 
lioniogÄiie et pesant, ^proure int&'ieiireiiient, ; lorsqiia sa tnr&ce est. iou^ 
mise d des pressioDA qualoonguei^ jnais neu wsea festes pomr le ddfiMrmer 
d'uDe numi^ tr^ sensible^ satisfobt 4 rtfquetkm d Ü fe eut lelle qui lie las 
femp^fintfuies permanutes des dUGSreots poiirfs d'im corps solide^ eo^es^ 
il des foyers ooiiBtaiits de ehalear, oa m^ine les düatatidiis an eaatraetioiM 
qui doirent x^ndt^r de ees tenq^^tures» 

11. 

Pour int^rer g6o6n}em»üt les ^qntttioos du i»'S., convieat 4e 
dheniier d'abord Fml^rale g&idnle 4 (|. 10^ )3 et de la subttituer dens 
oee ^qnetioo», iniws »ous la fSotmei 



d*u 



B9 . X, 



3*u . ^ 



r+i^ + ^-T^'^-^-O, 



Q; 



on integrere ensidte g^n^ralement oes ^quatiom diffifoentiellesy et fl ne r< 
stera pIiM ^*ü ogprimer que lei valeon gi^n^rales de », v» Wf 9» satbfoi 

des iat^gratioDC n*offie«at par alles m&nes auooiie difficnlt^ nouvell« 
hmüs ka fimotiona arbittaires qui entreront dan» les Integrales gi^n^ral« 
<d»feniies, doivent Stre d^tenDoin^ d'apr^ les conditions dornig du noi 
▼d etat d'^quilibre^ et cette deteraiinatioa exige des recberdies partictilu 

20» 
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res« Pour la ÜBiciliter il oonTient d'enviüger la qnettioii $om un aotre 
|K>int de Tue, et de d^montrer let ^quatioiit du §• & d'une aiitre maniÄre. 

12. 

Itnagiiioiia un plan P^ paraltöle au plan coordonn^ des yZf sUiiJ 
1) une dbtanoe jp de ee demier^ et ooiqpant le Corps solide pcopos^ Coii« 
sid^BS un cylmdre tr^ d^^^ sitn^ en de^a du plan P^ ayant une base 
tr^ petite i c^ sur oe plan, et ses ardtes paralleles aux xs Im mol^oules 
du Corps t&tuiieB an ddä du plan P, agrant chang^ de position reiatire- 
ment ä toutes les mol^Gules idtn^ ea de^a dans rint^sieur du cyfindre 
ii base w, 3 ntttra de oes changevens des finraes atfraofires ou r^ubhres» 
qpii tendront d d^plaow !e cjfindre; ti Pen d4igne par wX, wT^ wZ 
les composantes de la rdsultante de ces adkniSi on troofe^ en se fondant 
sur les prindpes pr^e^demment dd?eiopp^: 

A ^tant toujour« un coeffioient immMfue d^pendai^ de la nature du coqps« 
Si Im composantes wX^ wY^ wZ sont positiTes^ c'est que le cgilfaidre 
tend k £tre entrain^ dans le sens des w^ Xf wl z positifiij ri elles sont 
n^atiyes au oontraire^ <fe8t qne ce cjlindre tend k mardier du c6t6 des 
Xy Yy ^ n^gatifs« . On pourra dire quo dans le premier cas la portion du 
Corps situ^ au del& du plan P attire la base w^ et que dans^le second 
die la presse ou la repousse. (Yojez la note 3« {%. 10. et 20«) pour la 
d^monstration des ^quations pr^oMentes.) 

Si le plan P est parallele au plan des zx^ et situ^ A une distance 
y de rorigine^ q[ue le «^lindre k base u^ ait ses ar^es paralleles aux y^ 
et que wX'y wT^ wZ' tepl&MkUmi les composantes de la r^ttante des 
actions ezerc^es sur les mol^oules int^eures k ce cflindre^ par toutes 
Celles situ^es au delA du plan P^ on trouve pardllement: 

^'-■^(^ + 11). ^'=-'(11+311 + 1?). -Z'-^^ + H). 
Eufin si le plan P est parallele au plan de xy^ et situ^ k une cB» 
stance z de Torigine^ que le cylindre ait ses ardtes paralleles aux z^ et 
que wX'\ w7^\ wZ'* repr^sentent les con^Kisantes de la r^sultante des 
actions exerc^ sur le cjrlindre par les moiecules du corps situ^ au des» 
aus du plan P, on trouve: 
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On troirretait les mteies ydean^ maui aflboti^ de ^gnes oontrairas^ rf^ 
danji cet irois mb äßS6noMf on mq^pouit quo le CTlnidre^ s'appuyant ton« 
joun sur la mteie bäte w^ fiit situ^ au desras du plan P^ et que Ton 
Ghecehtt ks aotktts enro^ tur oe iQriiiidrei per les mol^oules aku^ au 
deasous de tie plan« 

14. 

Les ^qpiations des paragraphes pr^o^teai ecmdubent aux ^quaiions 
dUB S reutielles du ^.8« Pour le fiure yoir, eonaid&tMis^ dans rint&ieur du 
eorps propos^y. un parallelq»{p4de hkl, dont hti cot^B h, k^ l tdent paral- 
leles aux axes eoordcmaÄ et tr<ds petits; las mel^eules int^fieiires Ä ce 
paraDdlepipedej ayant chang^ de position relativ^ment ä toutes les autres 
moi^ottles du mcps^ ees ehangemens ent iait naltn des attraolions ou des 
r^^ulsions^ tendant h fidre mouvoir le pandtölepq^dde^ et fitbant ^quflibre 
ant forees aoo^MRafariöes^ ^trängdres au oorps^ .qd peuvent lui 6tre appln 
qufSes; proposons neus de Öhearoher les* ^quatiens qui expriment que eet 
^qidlilire a lieu» 

ReprÄientons par x^ y^ x les eoordonn^ du sommet du prisme 
h ilp ie plus Toision de Porigine, et soient x^, y^ zf les ooordonn^ oou- 
rantes; la portioD du oorpsi üifiMeure au plan x^ssx, exeroera sur la base 
il du prisme^ .situ^e däns oe plan^ une traction ou pression ajant pour 
eoamosantes Hx, kly^ klz} la portlon du corps sup^rleur^ au plan 
jp^asx-4*A ^aroera sur la surfece kl du prisme situ^ dans ce plan^ une 

tracdon <^ pression ayant pour oomposante (^+3>^^)^^i (-^^ f*^)^^' 
{Z'\-^h^kl$^wmi la r^niltante des actions exece^ rar les deux bases 
4r/ du paralieiepqpdde hkl^ aura pour oomposantes: 

OQ tro o Teifa de la m^ine manidre qae les aotkn» exero4es sur les deux 
ftoes A/, ont pour 

■37"' 

qu'enfin 
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Toutw. oes traetiom ou preancnis foot ^qaüibre aiix r^SQltaBteii diet 
forces aoo^I^CnöeB fig^^ parall^l^pede Ailj ei qpl soot: 

X,hH, r.hkl, Z.hkl; 
on a dono n^oessairemeiit les trob ^quations: 

Si Ton subrtitue dans oes demidres ^qiiataoiis les Taleom de X, T^ Z^ 
X^^ r, Z'j JTV T\ Z'\ trouvees pr^demment {%. 12. et I3.)f elles de- 
TieDiieiit identiqueB avec les ^uations dif %• 6. 

Vofe ^remiire. DimoaitralioA des ^aattoss dUKrenliftlles. 

15. 

Soient M et M^ deux mol^ules tr^ Tosunes iVine' de l*tatra^ d*iiii 
Corps solide homogene^ oooupant, avant toute esp^e de d^rangraient de 
la part de foroeer aecä^ratriees ou de presaioas «KtMeimSy les pomis dont 
Jes coordonm^, mpport^es 4 treb asces reotangolsires, sont ar, y^ «, x\ 
j\ xfi soit 'z leur distance. Si des forces accä^ratrioes ou des presm»s 
ext^eures yiennent k agir sur le corps^ ehaeune des deux mol^cidei Üf 
et Mf d^orira des espaoes tr^ petifs, dont les projections rar les trols 
axes seroot u^ v^ w pour le prämier^ u\ v'^ u/ pour le seeond. Apr^ 
ce mouvemeut^ et lorsque le nourel ^tat d^^qfuifibre eera r^taUi^ les deox 
mol^cules M et M' occiiperont des poists m et m*; appelant alon /^z la 
quantit^ tr^ peilte dont elles se seront eoart^^ il naitra eutr^elles une 
£[>ree attraetive egale k la soxnme de leurs masseSy mol^li^ par Ajs^ et 
per une foueti^m de la distance pritnitiye ^^ ou 1^(0 > assuj^e k devenfr 
ins^isiUey d^ que ^ acquiert une valeur fiyppr^able« 

Lia distance MM^ ou ^j aToit pour projections sur les trcis axes 
jr' — jr, y^ — fy z' — «; la distance mm' ou ^ + A^ aura pour projections: 
x' — jr-f ^ — ^9 y' — T+^''~^> *' — z-^-w'-^w. Si par le point m ob 
mdne une droite mfi\ ^gale et parallele k MJn\ la distance ft^m' aura 
^ndemment pour projections u' — v , v' — v^ w' — w$ or en vertu de la 
petitesse des mouvements Jlf m, M^m\ relativement k x* — or, y[ — y^ V — z^ 
la ligne m mf^ peut etre consid^r^e comme faisant an angle infiniment pe^ 
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üfc «reo Mm wt miif^ car les ootinus ^ , Ai j /jlaA '"> 

> *^^Ta/^ — 1 den angles form^ avec les «zes per la dlreetien miii^^ 

difl^rept tr^ peu des oodDiis — ^ — 9 ^—r^% 1 ' des ani^es oorrespon- 

duis '4 la dbeetioii ilfilf ^ ou m/iO • ü siiit deli ^pe la diff^renoe des di- 
stnaoes mfi' oa ^y et mm^ ou ^+A^ peut tee ikMisid^nSe eomme ^^ 
ji ia projeetion de ^'fnf wm mm^ ou sur MMf^ pakque ees deux Hgnes 
peurent 4tre consid^r^ coiimie parail^es. Oft eure .dono A^^ en midti- 
pliant respectitement les^ prqectioiis ii r—ir^ t/*-«;^ n/ — w^ de fk[m\ par 
les cosimis des angles que MW fiadt aTse las aoces; a&m an peiit peser: 

le. ^ ^ 

Soient 4/— '««s A^ y^^^y^s k^ ßf—^z^s^ l; h^ Jt^- 1 serant des quan- 
titfe insensibles^ puisque la distanoe M^M est tr^ petite; or 11^, t/^ 11/ 
n'^tant autre chose que ce que denennent 11^ t/i w^ lorsqu'cm substitue 
dans ees fonctions ^+^> T^^> '+'> an lieu de x^ jr^ ;??^ on aura, d'a* 
prds le th^reme de Tajlor: 

et d« la m4me mani^: 

Ces Taleurs Substitut dans A^^ donneront oette quanüt^ en fonction des 
aoorobsemens variables A^ k, l et des co€ffidens diffi^rentiels de u, Vy Wj 
qui pourrönt etre regard^ eomme oonstants lorsque h^ k, l varieront« 

La fbree qui agit siir la mol^cule m pour la ramener vers m% a 
done pour composantes suivant les (reis axes : 

[(tt'-~«}4- + («'~tO-| +(M/-K^) j]F(^|-, 
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Pour simplifier nous pourrmis supposer que les masses des mol^ddes 
M eiM' entrent comme iacteun dans F{^^ puisque ne ooDsid^raiit que des 
oorps homog^ims ^^^^ n'euroiis ^onais besoin de d^ager oe ftcteur oonstant. 

La foröe dont nous vemms d'^nduer les projeotions n'est pas la 
seule qni agisse sur la molecole M^ suivant la diraction MM' et k distance 
^; si Ton oonsid^re la mol^cule M^' situ^ sur MfM^ h une distanoe 
M^'M SS5 ^ de Tautre eot^ du point M^ la distanoe M^'M ayant chang^, et 
^tant derenue ^-)-A^> ^ ^^ r&ültera une foroe nouvdley qui tendra A 
laire maroher M vers M'\ et qui äura pour oomposantes: 

u''^ v"j w'* ^tani oe que deviemieDt^ lorsqu'on j ohange 0^^ y^ p^xt x-^h^ 

En vertu des aotions r^unies des mol^oules M^ et M^^ sur M^ eOe 
tendra ä maroher dany la* direotion MM\ ea vertu d'une foroe dont les 
oomposantes seront: 

On peut obtenir les valeurs de (u^^ — 11), (i/' — t;)^ (u/'^^w)^ ea 
ohangeant les signes de h^ k^ t Aoos les valeun de u* — u^ v' — v^ u/^^w^ 
d^duites prtSo^eniment du th^r^me de Taylor; o'est oe qui per m e tte a 
de trouver les valeurs de 11^+11'^-^ 2», f/+^'— 2i;, ai'-f-ic/' — 2w, en 
fonotion de hy k^ l: ü on substitue oes valeurs dans les expression pr^o^ 
dentes » en n^gligeant les produits de trois dimensions de h^ k^ l devant 
ceux de deux dim»sions seulement^ on äura: 
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pour la composante suivant Taxe des jr, de la r^sultante des actions des 
mol^iles M' et M'* sur Ms. les composantes de cette mdme r&ultante 
sur les axes des y et des z seront ^videmment egales k la pr^c^dentei 

respectivement multipliee par y ^' T* 

17. 

Soient <p Fangle k Thonzon de la direotioQ MM\ et ^ Tangle qua 
le plan yertieal^ dans lequel die se trouTe^ fait aveo oelui des z»y on 
aura Ass^eosipoos^^ itss^cos9sin^//, lssz^mi(p. Toutes les mol^« 
les voisines de^', et situ^ dans T^^meut sph^rique [^coB(pd^3(pd\f/]^ 
pouvant £tre eonsider^ oomme agissant de la mdme manidre sur la mo- 
l^cule JU, il sufiSra de midt^er les oomposantesy dant Texpression est in- 
diqu^ 4 la fin du paragraphe pr^cedent^ par oet ^Mment qphMque et 
d'int^grer cbacune d'dles trcns foiss Tnne par rapport & ^ depub ^ssO 

)usqu'4 ^csy; la seconde par rapport k ^^ de t^assO k i^e9 2«; la 

troisi^me depiiis ^ssO jnsqu*«! ^bsoq^ oar F(i^ devenant nuUe^ lorsque 
^ a une valeur sensible^ on peut prendre ees dem limites pour ^; oo aura 
alors, par toutes ees int^rations^ les oomposantes de la r&ultante de toif* 
tes les foroes qui tendent k &ire maroher la mol^cule M mn k s'^loigiier 
de sa seeonde position d'equflibre» 

Si Ton eSeotue toutes ees int^gratioi» ^ ^e Ton repr^sente 
Irg'^ji^^iö^il P^ ^'^'^ oonstante ^^ les oomposantes de la r^sultante 
dont nous venons de parier seront^ apres toute ri^uotion fieute: 

i en passant du premier au seoond ^tat d'^quiUbre, les mol^cules du corps 
solide propos^ deviennent soumises k i'aotion de foroes aoc^I^ratrices dont 
les composantes sont JT^ , T^^ Z^^ pour la mottle M^ son ^quflibre exi- 
gera que Ton ait: 
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0. 



-*- — + y^ + 2. g^^-- +X 

5pr+^jr+7Sr + -i^ gj; +X 

jsF + TF"** ??*'*'• ft '^zr 

Daofi oes äquations, oa peut supposer qae la ma^se de la moleüu e 
M^ ou la density du corp» homogene propose^ n'entre pas, pareequ eDe afi-^ 
rait du entrer coimne fiMteor daoa X,^ ^i^ Z^ et ^y et ociiuii^queiiiii[ietit 
dnparaitre conmie lacteur commuii* La seiili) quanthe qui ptiiswe varier 

d'uQ Corps k l'autre dans las ^uations pr^c^dentM est ^ css ji'^J ^^{i)^^i 

oa Toit que pius oette qoantit^ aera petite^ pliis u^ v^ w aeircnit grands; 
A est une eoDstante qui d^end de l'^lasticit^ du corps. 

Note sacoado« ExpreMioD de la diletatiOD« 

!»• 

Soient deux mol^oules M et M^^ sUuces dans le eorps aolide Iicv* 
ixiog^iie, sor ime mßine ligne paralloie a Taxe des x^ et trds roSnnes Pune 
de Tautre^ en sorte que la distance h^ qui les s<^pare seit insensible; let 
coordonn^ du point M ^tant ^9 y> Zj Celles du point M^ seront x + ^) 
Y-i s; lors du second ^t d'^iilibre^ la moleoule M prendra tine autre 
positiou m^ et aura pour ooordoimiSes x-^Hy y^v^ Z'\-w^ la moMcuIe 

-W prendra la positioa m' et aiira pour coordonn^ jr+Ä + tt + ^^> 

Z + ^ + ^A^ z^W'\-'^h; mais^ d'apres les oonsid^tioiis de la note 

pr^dente^ les (ignes MM\ mm\ foisant un angle infiniment petita mm* 
poiurra enoore dtre consid^rde comme parall^e 11 Taxe dea ^^ et sa km* 

gueur sera simplem^t ^(l + |^)» Si Ton considere im point M^' ^StasA 

& ime dmtance insensible Jt de M^ sur la parallele ä Taxe de« y mmee 
par My on d^montrera de la mSme maniere^ que du premier au second 

^tat d'dquilibre, la distance MM^'ss^t demndra mm's:i(t +|^). En- 

fin Si Ion oonsid^re uue molt^cule M^'^y situ^ 4 une distance t de M sur une 



parallele ä faxe des ;t^ la dratance MiW:^:^ l deviendra fnm"^ / (] ^ |!?^ 
D anut dett qite le parall^lepipdde hkl devieodra lots dii seoond ^tat d'^quiUhre 

% •^ •% 

si on n^lige lei rectangles des coeflicieii» diSiSrentteb ^, yt^ ^^ oomme 

disparaittant devant leur aomme^ puisque u^ v^ w sont trds petita par rap» 
port A jp, j2 2;, Oll plutöt BUf dv^ dw, par ra[>port A Sx, 3y, c)x. Le 
voluitie pranitlf du parallel'epipede reotangle hkly augmente donc, dam le 

iK)cond ^t d'equilibre <ie A^/(|j; + §i; + ||?), afn« || + |^ + |-^ «t 

ie rapport de t'aiigmentatibii de volitme de oe paraltöl^pipdde A ce v^ihime^ 

e'eat ce quon peiit a|^»eler la iKlatation de ee TohiiDe mteie; aoit 9 eette 

quantite ou o(4te dilatation^ qid sera fouction de x^ y^ %^ ea aura iden- 

tiquemeDt; a ,^ ^" ■, ^^ % S^w 

'Sx ~ ^ 'ST* 

N oto troialime« D^oioiiitratioo dts furmuies mialives tux |urftgsious intmeares. 

19. 
ÜDdaglfiom : par la mottle M im plan f^ perpendiculatre aux ^f 
et oont^emment parallele au plan des xys siir ee plan une base tr^ 
pellte w^ comprenant le point TV^ et enfiu iin cylindre iDfinunenl deli^, 
ayant pour base u; et ses ardtes paralleles aux ^y et dirig^ vers Von-^ 
giiie# Proposons nous de trouvor la r^ultante des actions que les mol^ 
eules du corps, sltii^ au dessiis du plan P'^ exeroent sur edles ^ aitu^ 
dans Unt^rieur du c^Unilre infiuutnent d^li^ dout nous Tenons de pader«, 
f»n Terttt du d^nganeot qii'a occasionu^ le sooond ^tat d'^quflibre. 

Une mol^ule M' devenne m* exeroeta sur la mottle i9f devenue 
m^ nne action dirigiSe snivaiit MM' ou m mf ^gale k i 

daprds ce qui a ^4 dit (Note premiera §• 15. et 16.)^ ^ ^tant la dhtance 
MWi Af tf i les projeotions de eette distance sur les trois axes; u^ v^ w 
les projections de Mm^ u\ v\ w' eelles de M'm'; enfin F{^ une fonc- 
tion de ^j qin d^oroit tres rapidement, lorsqiie ^ croit, et qui est insensible 
ou nulle pour des valeurs sensibles de ^» D apres oela^ on i>ourra poser: 

21* 



'^(S^cos^i>o&\l^^'K^^ 
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la fbrce dirig^ suiVant M'Mf aura ainai pour ezpression nouvelle: 

Soit| comme daiis la note premidre: Ass^cos^oos^^ itss^cosipsiav^^ 
/ea^siii^; toiites les mol^des situ^ dans Tespace infiniment petit ou 
^l^ment spb^rique [^' cos <p d ^ d %// d {] , dont M' fiut partie^ pourront dtre 
consid^r^ oomme agissant ehacune^ sur cbaoune des m<rf^eiile8 de V414» 
moit faifiniment petit w dp du eyiiudre propos^ qui contient M, avee une 
Force de m^me intensit^ et de meme direotioir ^ue la Force exerc^ par 
M' sur Mß ainsi raotkm totale de relement sph^rique [^*eon(pd(pd\f/d^] 
sur r^l^meut cylindrique wdp sera ^gale in 

«• |(5^C0Sfl)C0S^//+g~^»•^«iö^+3T**'^^)^^ 

+ (|2cos(pcos>^ + g^cos<psin%^ + ^8m(p)8in(p]^^^ 

les composautes de cette aetion s'obtiendront en multipliaut sucoessivement 
cette expression par oos^oos^//^ oos<p sm\/^^ sin 9. 

20. 
Soit Af, une mol^le du cjlindre propos^ situ^ ä une distance p 
de la mol^ule lU, et dont les coordonn^es seront x^ y^ z — ps soit 
une mol^cule M\y situ^e sur une parallele aux { men^ par M\ k une 
distance p au dessous de M\ ses coordonn^ seront: jr-f*^> Y^^^ 
z^l — ps la ligne MjM[ sera ^videmment parallele k MMf^ et lui sera 
^gale en longiieur. SI Ton d^signe par u^^ v^^ w^ les projections de I e« 
lement parcouni par la mol^cule M^ ^ lorsqu^elle passe k la seconde Po- 
sition d'^quilibre^ par u\y v\y w\ , les xndmes dieses poiur M' , on aura 
eridemment ces quantit^ en substituant dans Uy v, w: x, fy { — p au lieu 
de Xy yy Zy et dans i/', v\ u/: a? + Ä, ^ + *f * + ' — P au Iieu de a?4-*, 
y'\'ky z-^-lj er comme la mo\ica\eM[y quoique au dessous de MTy doit 
Stre au dessus du plan P^^y p doit ötre plus petit que {^ et du m^me ordre 
de grandefir que hy ky ly en sorte que/»* devra 4tre n^glig^ devant/i; on aura 
done : d" .# .i^urtdiitidii;.} v 
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et par suite: 

On d^ontrera de la meme mani^re que t;(— -t/s ssst/— i;^ que 
w'^'^w^tsz it/ — wi il 8uit delü^ que raotion d'un ^&nrat sfAiAElquey dont 
M*^ 9 ien, partie^ sur un ä&nent cyliiidriqiie wBp^ dont Af^ tea partie^ 
aura identiquement la mdme expressioQ que oelle (a.) trouT^ j^us liaut; 
amsiy en int^rant oette expresaion (a.) par rapport h p^ depuls />sbO jus« 
qu'{i /»8Bs^8m9> on aura la somme des aotions dirig^ sidrant la direo- 
tion (<P^) et exerc^ a la distanoe ^^ par lea mol^oules situ^ sur la 
ligne M'M[ au dessiis du plan P'^ sur les mol^cules du qjdindre in^i« 
ment deli^ propos^« Si Fon intdgre ensuite oette expression^ suooessive» 
ment multipü^ par oosipeos^^ oos(p»nAf/^ amip, par rapport k ^, de 
^a»0 ii,^=oo, par rapport Ä ^, de^sO d ^ssy^ et par rapport k 

4/y de 4^sO Ä >//ss2ir) on aura les trois oomposantes X^'w, JT'w, 
Z"w de Taetion demand^. On troure ainsi: 

A representant ici^ oonune dans la note premiere lexpression 

Seconde section. Th^or^mes sur les pressions» 

21. 

Parmi les 9 oomposantes X, r, Z, X\ T, Z', JST^ JT", JgT" den- 
tA» dans les paragraphes 12* et IS.^ il est bon de distinguer les oompo- 
santes X^ jPy Z^\ reqpeothrement normales aux ^l&nens plans oorrespou« 
dans, foroes que neos d^gnerons par Ti^j JV^, iV, ^ et les six autres oom- 
posantes ^ales deux ä deux: Z^ssl T^^ X^'ssZ^ TssZ^ que nous nom- 
merons Forces tangentielles, et que nous d^ignerons pareillement par T^ , 
T^ ^ T^. Les ^galitÄ qui pr^c^ent^ sont autant de th^rdmes remarqua- 
Ues> wbSb qui ne sont que des oas particuliers d'un tli^or^me plus g^n^ral 
qui sera btentAt demontr^« 

22. 

Si on ciiange d*axes coordonn^', on aura 4 oonsid^rer six nourel« 
les Forces A^, > -?^ , ^'I > ^i > 7^, ^j* ^" pourra les exprimer en fonc- 
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tion des premi^es forces iV; y N^^ JV^y T^^ T^y T^n al des tngles de di« 
rection des noiiveaux axes relatiTeiiient aiix aoeieiig. 

Four trouver les relatimis qui eoüstaat entre ces Systeme» diffiSrenSy 
soient x^^ y*y a/ les noureDes coordonn^; m^^ m^^ m^s n^^ n^^ n^s 
Pt y Ptf P% 1^ Cosinus des angles qua chaciine fidt areo les axes des afp 
des / et des z^ eofin s<»eiit ü^^ t/p u/ la projecäens snr les iionveais 
Bxes de Tespaoe qai s^pare ime mol^oide Jf da la positioii qu'ella ocon- 
peroit^ si rhomogen^ite du eorps u'avait pas dtd tnmbyat (hi mmi 

j«'s5= 111,1/ + OT,i/, + /Halt», t/ss^ ^u + n^v-^n^w^ 

les Cosinus m^^ f^ty Piß '"a 9 ^> P%p ^39 ^f p^ <^ant K61 enir^aux par 
les six equations: 

On d^uit des equations (1.) par des diff^rentiatHU» oosivenablei) et en 
ajant ^gard aux equations (2.): 

yi ~ ^ (3 . 1^ + ^, + IJ) « m* JV, + mlJV, + rn; /V, + 2m, m, T, + 2 m. m, 7*. 

+2m»m,7;; 

./v;«^^+3.^+|^»»fiv; + /i,«A, + /ijA^, + 2ii.«,r,+2/i.Ä,r.. 

+ (/w,/», +;» mj) 7; + (m^pt-¥Px w.) 7*,; 

+ («. w, + m, «,) 7, + (iij m,+ »i,«J 7\ , 
F.t enfin: 

** <5p ■*■ 57 '^" ^ "~ ä:; "*■ ^ ■»" 7»7 *" '• 

Cetle equation (4.) d^nioutre itn thiWetne que l'ou peut enonoer ainsi: 
En un point qtielconque d'un Corps solide dont l'homog^^ 
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n^it^ est troubl^0| ia dilatation oubi<|nc est ^gale A la somme 
des dilatations lin^airesi prises en ce poiot, dans trois dw 

xeotions quelconques perpendiculaircs entr'elles. 

•\ 

Car -g^^^ P6ut 4tre regarde comme t augmentation de la ligne Bx 

paraDele ä Taxe des Xj passant par le point My et ^ comme le rapport 
de cette aagmeiitatioii a ia ligne eile mdme^ ou comme sa dflataHon. 
Les ^quati<ms (3.) donnent immediatement: 

d'ou resulte oet autre th&>r^e que: la somme des composantes 
normales des traotions oü pressions exero^es sur trois ele» 
mens plans, men^s perpendiculairement entr'eux, eo un 
m^me point da corps solide^ est eonstante, quelque sait l.e 
sjst^me de ces trois plans^ et est de plus egale 4 Ia dilata« 
tion mufttpli^e par an coefficient constant dans toute Teten* 
due da oorps« 

23. 
Soieot P^j Pg 5 P3 Ics (ractions ou pressions obUques dout les com« 
posantes sont iV;, 7;, T^; 7;, A;, T,^ T;, T;, N^s et soient «,, «,, 
^> ßt9 ß%9 i^^i Yif Yt9 y» I^ angles que oes Forces fönt avec les axes; 
on anra: 

fN^ =: Pj COSÄ, 9 T^ssP^ COSAt 9 ^T^ = P» OOSÄj , 
7; = p,oosß,, iv;=5P,cosß,, 7;«Psco8ß,, 
T^e 5= Pj cosy^ , 7\ =s Pj cosy. , N^ = Pj cosy,. 
Dans ces equadons les quaiitit^s TV, | JV^^ N^; 7\ ^ T^^ 7, donn^ en 
nombres par les ^^qoations des paragnqihes VL et 13. , sont ou positives ou 
n^atives; ieum grandeurs et leur signes seront oonnoes en chaque point 
du Corps solide y lorsque les fonetioas u^ v. xvy correspondautes aux cir- 
conslanees dorniges, seront d^terminees; alors les ^uations (5.) feront con- 
naitre en grandeur et en direetion les forces P, , P« , P3 ; suivant qirdles 
feront avec les normales qui leur correspondent, oti les axcs des x^ des / 
et des z^ des etiles surpassant^ ^galement Tangle droit, ou ^tant moindre 
que hn» MS forces P^^ P«, P« seront des presnons des forces taogentiel* 
les, ou des traotions. 

On eoodut des ^quatknts (5.): 
6. p:«/V: + 7:+7:> /^^^tj + ^^ + T-^ P\^T\^r^Arir^^ 
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T,T, + N.T, + N,T,^P,P,cos[P,,P,]. 

24. 
Soieut pareillement P] ^ Pl^ PI leg tractions ou premons obfiques 
aux ^I^mens plaus, passant par le point JU^ et paralleles aux nouveaux 
axes, 011 aura pour d^termüier P^ ^ m direction relatiTemeot aux anciens 
axi's, les ^quations: 

PI cosfPJ,*] = m,yi+n,Tl+p,Tli 

or les ^quadons (3.) donnent: 
m,JV',+n,Tl+p,Tl » m,N,+m,T,+m,T, = P, oo. [P.,*'J, 
m.Nl +/i.7^ -{-P^TI = m,T,+m,N, +w,7\ = P, eos (P„«'J, 
m,7\^+»,r;+/»,7^=rw,y. + m.y, + m,Ar, «p, oo«[P„*'J. 

On a douo sunplement 

7. PJcos(PI,*) = P, oo8(P.,«'); P;co8(PJ,j^) = P.ooi(P.,x')} 

J^ OM (PJ,«) a= P, 00* (P,,*0; 
et par suite: 

Pf = PJ cos- [P„ *'] + PJ cos' [P, , *'J + P: cos* [P, , *'Ji 

on trouveroit de la meme maniere: 

PJ' « P; 008» [P, ,/J + P: oos« [P. ,/] + P; cos- [P„/Ji 
P»/« PI 00»' [P„ »'] + P.» cos» [P., «'l + i^ cos- [P,, «^j} 

d'oüy en ajoutant les trois ^quations pr^dentes: 

pf+pj*+pj*= Pl + Pl + Pl. 

Les ^quations (7.) d^ontrent ce tfa^rdmei que: Si en an mdme 
point d'un corps solide homog^ne^ soumis k des forces quel«» 
conquesy on eonfoit deux ^l^mens plana w, w\ ayant pour 
perpendieulaires n et n^f les tractions ou pressions^ en g^ne* 
ral obliques »^ a^^ exerc^es sur ces plans, jouiront de cette 
propri^t^ que la composante de m sur n'^ et celle de «^ sur n 
seront Egales. 

L'dquation (8«) d^montre que: la somme des quarr ^s des 
pressions ou tractions exerc^es sur trois ^I^mens plans rec- 
tangulairesy est constante pour un mßme point du corps so- 
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lide propoB^y quelle gue %olt 1b positioa du «^stdme de ces 
trois ^l^mens. 

n Buit enoore des ^quations (7«) que ii^ coniieisflaiit en grandeiu* 
et en dnrection^ les pressions obKqueft m\ m^\ ^^'^ exerc^es eu un poiut 
d'un Corps solite, mir trois (fl^mens plans pi/^ ^'\ uf^*^ perpendiculaires en- 
tr'eux^ et ajant reapectivement pour normales lea droites v*y V\ v**\ od 
veut detemiiner la grandeur et la direction de la pretsion n exerc^e sur 
im quatri^me ^^ent plan co, ayant poi|r normale v, 3 fiiut projeter dia^ 
oune des presdous connues m\ m'\ vif'^y sur la normale v; ees trois pro- 
jeetions port^^ h^ partir du point M^ sur les normales correi^ondaBtes 
v\ v'^ t/'^y seront les composantes de la pression m siir ees mdmes droites 
et la diagonale du paraü^eiiipSde rectanj^e ayant ces composantes pom* 
Gotäiy domiera en grandeur et en direcfibn la pressnon demand^« 

(I^ mite dUiDS le cahier proehain.) 
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90. Notie* tur un ouvrage de Mr. U S*" «f« Poi$t9n nw faetUm empiUmn» 

20, 
Nouvelle thöorie de Paclion capillaire*)/ 

(Par Mr. le Baron de P^isson.) 



T ' 

^^ el^vation de Teau et Pabaissement du mercure dans un tube de yerre 
^'im tres petit dianietre sont des ph^nomenes tres andennement connus^ 
9ii se prescDtent, au prämier aspect^ oomme des exceptions aux lois de 
1* Hydrostati^ue , et dont on a donn^ pendant loog-temps des explications 
cpi'il . nerait inutile de rappeler. Les th^ories qui ne sont pas fond^; sur 
le caicul et robservation doiyent maintenant £tre bannies de la Pbjiiqaei 
oonrnie elles le sont de T Astronomie. Lors m^e que la v^ritable cduse 
des pb^nomdnes est conuue^ il n'y a que Tanalyse math^matique qui puisse 
d^uvrir leur liaisou rdoiproque, et les d^duire les uns. des autres^ en em» 
ployant les spules donn^es indispensables de Texp^rienoe« Les effets^ li 
norabreux et si raries^ qui se rapportent h Taction capillaireV en offirent 
Texemple le plus remarquable; car^ saus le secours de TanaJ^rae^ ils se» 
raient rest^ isol^^ et Ton ne serait pas parvenu ä les pr^T<»r ou a les 
expliquer tous aree pr^cision^ et encore moins A en d^terminer la gran* 
denr^ au moyen de deux donn^ sp^iales emprunt^ a Tobservation^ l'une 
rdative i^ la mallere du liquide , et Tautre d^pendante de oette matiere et 
de Celle du corps dont le coutact donne naissanoe aux diffi^ns dfets 
dont il s'agit« 

Quoique Tascension d'un liquide au-dessus de son niveau seit pro* 
duite par l'action du tube dans lequel eile a lieu^ 6u seit cependant qu'elle 
ne dopend pas de son ^paisseur, et Jurin a fidt voir que^ pour un mdme 
liquide^ Pascension ou la d^pression dans des tubes capillaires form^ d'ime 
jneme matiere suit la raison inverse de leurs diametres int^rieunu Ces 
deux £ut8 importans ^taient constat^ par Pexp^ence^ lorsque Clairant 
essaya, le premier^ de ramener les ph^omi^nes de la oa^Oarit^ aux lob 
de P^quilibre des fluides^ dont il venait de trouver les ^quations g&i^raleB **)• 
II oonsid^re un canal infinimpot ^troit^ situ^ dans Paxe du tub^ et 86 pro- 

*) Cet artide et le j^ambule d'ua ouTrage qoi paroltni iacassanuneDt ]b Paris 
cbex Mr. Bachelieret ii oerlin diez Mr. Schlasingar. 

^) Thiorie de la ßiure de la Terre, prsmi^ P^^flist cbapilia X. 
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longeant au-dessous de sow extr^mlt^ Iiif(^r{eupe| pour m pelever enmiite 
en*debors et aboutir 4 la surface plane et horiasoiitale du liquide; fl moii« 
tre que Taction du Kqiiide sur la partie ibfi^rieure et sur les deux brau« 
ches aacendantes de ce canal se d^truit en partie ^ et quH ne subsiste que 
Taction du menisque qui teniUDe Je liquide di^is. rinterleur du tube; et^ 
BtAon Cjairauti cette foroe^ jointe ä celie qia provieot de Taction direote 
du tubey doit faire ^quilibre au poids de la partie du canal i^ev^ au «»des« 
8U8 du niveau ext^rieur. Cette conclusioa est exaete; mais il aurait du 
ajouter que la se'oonde forcei qu'il regardait oomme la prineipale^ ^tait au 
contraire imKensible» et ne conserver^ en conB^quence^ que la seule actioii 
dir m^nisquo ^n effet, si raction da tube ne dopend pas de aon ^aisseur^ 
il en faut couclore qu'elle n^mane que de sa oouebe Interieure^ d*uue 
^paisseur insensible, en sorte que les points du tube qui sont «^ une distanoe 
sensible du liquide n'agissent passur ses mol^cules, oi par oons^quent sur 
les points du canal dont la distanoe au tube est ^le A son demi«diamdtre. 
Faute d'avoir fait cette remarque et de Tavoir ^tendue h Taetion du liquide 
sur lui«*nieme/ Clairaut a* seulement ouFert la route^ et io'a pas pu diS- 
duire de. son analyse la loi experimentale que Jnrin avait teaw4e^ Mais 
quoique ces id^es nous paraissent aujourd^hui trds naturelles, et^on tron*- 
vftt ä4]k un exemple du calcul de ee genre de forces dans ia mani^re 
dont Newton arait d^termine l'action des eoi^ sur la luimdre, il s'est 
n^nmoins ^coul^ un long intenridle de temps avant que nous eussions 
une th^rie de l'action oApillaire oÄ Taction du tube et celle du liquide 
fussent envisag^es sous ce point de Fueu 

Dans cette th^rie, que Laplace a publik en 1806 et 1807, il 
considdro Paction des nol^ules du tube sur Celles du liquide et TactioB 
mutuelle des raolecules du liquide, comme des forees attractives, d^crob^ 
simtes tres rapidement suivant une loi inconnue, depuis le contact jusqu'i 
«Ae distance insensible, oh ellcs dfsparaissent entidrenient des forces ont 
lieu en meoie tems que l'attracfion newtouienne qpia suit la raison iaverse 
du carr^ des distance»; mais TefFet de celle* ei n*est sensible que dans des 
masses tres grandes, qui peuvent balancer l'action de la terre entidre sur 
le fil-Ji«plomb place dans leur voisinage, ou bien encore, quand on Top- 
pose a une force de torsion tr^s d^licate, comme dans rexp^rienoe de Ca« 
yendish pour mesurer rattractiou d'un globe de plomb d'une assez pe- 
tita etendue. Les ph&iomenes de la capittartt^ ne d^pendenl donc pas 

22 • 
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äe Tattraetioii qui s'^end A de grandes distanoes^ et ^i'fl sera pemA de 
n^liger^ sans aucune erreiir, poiir ne s'oocnper que de celle doot la sphdre 
d'activit^ est tnippos^ tout-d iait insensible^ et qa'on appelle propronent 
tatlraction mol^culaire. En partaut de c^e hTpoth^e, Laplaoe ob- 
tient l'<^<]uatioD de la sur&ce d'un liquide dans son ^tat d'^uiUbre^ aoit ea 
omisiderant son action normale sur im canal infiniment Streit et prolong^ 
ind^fibjm«it| seit d'apros Tactioii: tangentielle qu'il exeroe sur diaque mo- 
l^cule siiperfldelle ) m^tbodes qui ne sont pas essentiellement difR^rentes^ 
et dont Tune döit conduire ä la diff^rentielle de l'^quation domi^ par 
Tautre, amsi que Laplace Fa foit voir ä priori. II regarde l'angle sous 
lequel la aarGeioe iat^eure du tube est coup^ par oelle da liquide^ comme 
ne d^pendant uniquement que de la roati^re du liquide et de celle du tube; 
en Sorte que cet angle est constant et dornig» dans ebaque oas, pour tous 
iea points du contour de la surface capillaire; le liquide ^nt 8uppos<$ 
homogene^ aussi bien que la matidre du tube* L'^quation qui r&iulte de 
eelte consid^ration et odUe qui appartient k la surface entidre sont les deux 
^quatioQs du probleme } elles renferment les deux constantes speciales dont 
fai parl^ tout i\ Tbeure; et c'est de oes deux ^quations que Laplace a 
d^uit rexplication des diffi^frens phenoradoes obsery^^ par les pbTsiciens« 
Vn ou deux ans ayant Laplace, Tb« Xoung s'etait d^jA occiipe 
de ees questions *). Des idees ing^nieuses tayaient conduit h reconnaitre 
HnTBriabifit^ de l'angle sous lequel la surfoce capillaire yfent oouper celle 
du tube, et le rapport qui existe entre T^leyation d*un liquide Aoos un 
tid>e d'un tres petit diametre et son adh^on ii un disque form^ de lA 
m^e matiere que le tube; mais il s'appuyait sur I'identit^ de la turfaoe 
du liquide ayec celle d'une membrane ^alement tendue en tous im points; 
identit^ qui ne pKBut 6tre que la cons^quence, et non le principe, de la So- 
lution du probtöme» Lorsque le trayail de Laplace eut pani, Tlu 
Toung ^leya contre sa th^rie plusieurs objecdons, parmi lesqueUes n'jr 
en a que deux qui me paraissent fond^: Tune, que Laplace n'a pas eu 
^ard A Tacdon de la chaleur dans le calcul des forces mol^culaires ^^\ 
et Tautre, tir^ de Texp^rience, qui se rapporte au cas de plusieurs liqui- 
des superpos^ dans un mSme tube*^)* J'examinerai celle -ci l<miqa'il 

♦) Trtmsaction$ philosophijues, ahn^e 1805. 

**) Supplement d la Thiorie de T Adlon eapUlaire^ pagt 75« 

^^) SuppUment d VEncyclopidie britanTdque, srtide Cohüion de Üquidee. 
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sera ques&m^ dans oet onvsaget de T^cpulibre de oes Kqiiidesf quant A b 
n^eeatit^ de tour conipte de la r^pukion oalorffiqiiej il ne peat rester auonn 
doute d ce sujet: mais^ pemr oeia^ il soffit de pren&e pour Paofioii mutiMile 
de deux mol^cules^ rexods de Pattraotieii de leon matidres pond^ra|yIeB snr 
Ja r^uUon de leurs quantit^ de öhaleuri, et de üoiomMnt^ en oona^qaenöe^ 
la fonction qui rexprime oomme une quanfittf qui peiit ohanger de rigne 
date r^tendue de aes valeiini sensibles« Mais Laplace a omis^ dans ses 
calculs^ une drconstanoe pbysiqae dont la consid^tion ^tait essentisUe: 
je veio: parier de lä Variation rapide de density que le liquide ^prouve prds 
de sa suriaoe libre et prds de la paroi du tube, sans laqudle le ph&iom^ 
nes oapillaires n'auraient pas lieu^ amsi que je Tai i^j^ fidt remarquer 
dans mon M^oire sur F^quilibre des liquides*). 

En eliet^ dans F^tat d'^quOibre^ ebaque oouohe infiniment minoe 
Swx liquide est comprim^ ^galemaat snr ses deux faoes par Taction r4- 
pttbive des mol^cules yiMsines^ diminu^ de leur foroe attraotive^ ou^ ce 
qui est la mdme obose^ on peut la consid^rer oomme appuj^ sur la par- 
tie du liquide situ^ d'un oöt^^ et ^mprim^ par la partie säu^ du 
c6t^ oppos^} et um degr^ de condensation est d^termin^ par la gran«- 
deur de la foroe comprimante; A une distuioe sensible de la supwficie 
du liquide 9 eette foroe provient d'une ooudbie du liquide adjaeente A la 
eouche infiniment minoe^ dont T^aisseur est oomplete et partout la m&na^ 
cTest^ä-dire ^gale au rajon d'activit^ des mol^Ies fluides; et^ pour cette 
nnoni la density int^ieure du liquide est aussi oonstante^ abstraction fiedte 
de la petite condensation due k la pesanteur, qui rarie avec la distanoe k 
la surlace sup^eure« Mus quand cette distanoe est moindre que le rayon 
d'aetivit^ mol^culairei P^paisseur de la eouche situ^ au-dessus de edle que 
Ton eonsiddre est aussi plus petite quo ce rayon : la foroe comprimante qui 
provient de cette eouche sup^eure decroit alors tr^ rapidement areo la 
distanoe a la surface^ et s'^yanouit entidrement h la surfäce m^e^ oA la 
oooche infiniment mince n'est plus CQmprim^ que par la pression atmo- 
^h^que« Par cons^quent» la condensation du liquide d^roit de mdme^ 
suivant une loi inconnue^ A m&ure que Ton s'approohe de sa surface libre^ 
et sa density est tres diffi^rente a cette surface et A une profondeur qpu 
eKcdde un tant seit peu le rayon d'actiTit^ de ses mol^cules^ ce qui suffit 



^ VUmQinM dt VAcadimie dts Sciences, tomeIX. pageTd« et suiTantes« 
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pour qtt'elle soit ^gale h la imtk6 inttfrieore du Uquicie« Qr^ oii. (Moum* 
trera^ dans le premier ohapitre de oet puTrage, que si Ton n^ligtfait oette 
variatioQ rapide de la density Ams l'^paisseur. de la eonohe jniperfioielle *)9 
la surfiioe capillaire demeurerak plane et horizontale ^ et il ny mxnSt m 
ä^Tation ni abaiMement du liquide« On fera voir de mhoß laa^qeiait^ 
4'avoir ^gard ä la oompression variable que le liquide ^rouve prds de la 
paroi du tube^ et qui stiftend jusqu'i^ la Hmite de Taction exero^ par ee 
corpt solide« 

£n ayant dono ^gard h oev d<mn^ phjsiques de la questioDi je mm 
panrenu ä former, dans les ehaj^tre U. et III. , T^quation oommune ä tons 
lea points de la siur&ce de ooi^ot de deux liquides superposÄ et oontenus 
dans un tube quelconque, et T^uation particuliere aux points de soii eon» 
tour, ce qui comprend, comme cas partioulier^ les ^quations relatives ä la 
surfaoe libre d'un seul liquide« Leur forme est la m£me que oelle des 
^uations de la Mdeanifue cdlestes mais les ezpressions en integrales d^ 
finies des deux oonstantes sp^ales qu*elles renfSdrment sont tr^ diffiSren« 
tesy de Sorte que leurs raleurs num^riques le seraient ^galement si, au 
lieu de les d^terminer par rexp^rience, on pouvait les caloider dorectemeat 
d'aprds leurs expressions analjtiques, ce qui exigerait que Ton eonnut les 
lois des aotions du. tube sur le liquide et du liquide sur lui-mAme. On 
trouvera^ dans les chapitres suivans, les q>pllGations de oes ^quattona g4- 
n^rales A r^^qiuHbre des liquides dans les tubes d'un trds petit diamdtre 
et k d'autres questions analogues, et Ton j pourra rratiarquer Tusage que 
l'ai fiedt des tables elliptiques de M. Legend re, pour la Solution rigou- 
reuse de problemes qui n'auraient pu, sans oe secours, dtre r^lus ipiß 
par approxunation« 

Depuis que cet ouvrage est ^it, f ai eu oonnsiissance d'un Memoire 
de M« Gauss, qui parait en oe moment sous le titre de Principia f^netalh 
theoriae figurat fluidorum in statu a§fuiUbrii **)• Pour former les ^qua» 

tions de cet ^quilibre, Tauteur 9 recours au prindpe des vitesses virtuelles, qu*il 

■■■■■' ■— i— *■ ■ j i 1 1 1 ■ I ■ 

*) Celle epaiueur doit ötre de grandeur Ante, matt abfolument insensible, d'apfes 
llijrpothese qn'on a falte sur le peu d^^lendae de la Sphäre d'activite moUcalaire. &Ia 
est coafirm^ par nne ssp^rience de M. Gaj-Lussac. Ayant rAdait un corps en 



••) Gottiago«, 1830. 
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appllque k k n^sse entiäre du liquide» et oou pas, oomme dani I9 Mdcanifue 
aüalyiifue^ 4 un ^^ment diSi^reDtiel de eette matte. II trouve» de oette 
mani^e» qa'uue eertaine integrale sexfaqpley ^tendue.A touteltette mass^ 
doit ^tre un minimum. pana le cas d*uii liquide homogdue et incompres- 
sible» jl r^duit d'abord cette quaat^ A une integrale quadruple ; et en cen* 
sid^rast qp^oialement'' le eas oi les foroes appliqu^ au liquide sont la' 
pesautear et Fattraetion mutueBe de sea inoI4oideB> dent la sph^re d*aoti* 
Tit^ est insensible» U r^uit de nouveau la quantit^ dent il s'agit» qui est 
ensuite eompos^ de trois termes» savoir» le produit du poids du liquide 
et de rordonn^ rerticale de son oentre de grant^» Taire de sa surfaoe 
13ire löuliqpli^ par une eenstante qui ne dopend que de la matidre du li- 
quide» et Faire des parois fixes eontre lesquelles il s'appuie» multipli^e par 
une seeonde constante d^endante de la matidre du liquide et de celle de 
la partie- solide du sjrstdme» Far les r^gles oonnues du oaloul des raria» 
tionsy 00 dfftemime la swfeee inoennue du liquide qui rend cette somne 
un minimum^ et» oomme ou siut» mi trouve d*ia ibis TAguation g^Ä*aIe 
de oette surface et P^quation partieuU^ro de son oontour» ce qui est Tavan- 
tage oaraot^ristique de la m^thode que M. Gauss a suivie« Mais eet illu«» 
stre g^m^tre Äant pard des mfttnes donn^ phjsiques que Laplace» 
et n'ajrant pas non plus eonsider^ la Variation de density aux extremit^ 
da liquide» qu*il a regard^» au eontraire» comme inoompressible dans tou- 
tes sea parties» les objeotions qui s'^tövent eontre la ÜM^orie de Laplace 
s'iqppliquent ^galement k la sienne» qui ne diiföre de l'autre que par la 
manidre de former les ^quations d'^quilibre. On peut» k cet ^gard» ran« 
ployer diffiSrens moyens; vmm^ sans eraindre de compliquer le calcul et 
^en augmenter les difficult^ il Importe de ne n^gliger aucune des circon- 
stcoces essentidles de la question» parmi lesquelles il faut compter surtout 
la dilatation du liquide pr^ de sa surface libre et la condeusation qui 
peut dtre produite par Pattraction du tube. ^ 

La cons^quence g^o4rale que Ton tirera de notre ih^orie» o*est que 
les ph^nom^nes de la capillarit^ sont dus k Taction mol^laire» modifi^ 
non^seulement par la'oburbure des sur&ces» comme Laplace Tavaii dit» 
nm&i ausai par Ntat pariiculier des liquides k leurs extremjtes. 
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21. 
Potenzial- oder cyklisch-hyperbolisclie Functionen. 

{You Hm. Prcrfi, Gudermann wa €i«Te.) 
(ForlMtstinK 4«r AUMadinof N«. I.« M. md 28» im «origtiit und No. 8. in diMco) Auule.) 



I. 

Tabelle der Längezahlen (mit sieben Dedmalziffem) aller 

Kreisbogen f&r den Radius « i von Bünute zu Minute nach 

beiden Kreis-Eintheilungen, beha£s der Zuruckführung der 

hyperbolisch«! Functionen auf die i^klisdien und 

nmgekdbrt» 



21. Gmitrmonnt Potential rf'uneUonm Ttif.l. 
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22. 

Note snr la maniöre dont se eomposent les valeurs de 



Aiaf—i) 



9 etz dans T^quation ^^St =y ±/>«^ ©* Celles de Y' 
et Z' dans l'^quation ^|^^= Y'±pZ'\ 

(Par !!•"• 5b/>At> Germiim i Paris.) 

Mr. LeGendre a rtmarqoö (Theorie des aombres, 1830, T.2. No.513.) 

qne dans r£qaat|pn ^^*'~'.^^ = f±p»*, dae i Hr. 6 aufs, les coefficiens 

des diverses poissances de x dont se compose la valeur d'y sont coogrus 
(jnoi.p') aux coöfficiens des mdmes poissances, dans le developpement de 

2(*-l) » . 

Cette remarqne peut servir a elablir d^abord, qae y est fonction 
homogene de x et —1. 

n en rdsnlte qne pour les nombres 4k'\-3^ les termes dont le dö- 

veloppement de 2(0? — 1) ' est composö ötant en nombre pair, pnisqne 
-£-^s=2A-(-3 repr^sente oe nombre, cenx des termes qoi eompar^s deox 

ä denx ont des cofifflcieos 6ganx, seront tant dans 2(o?— 1}^ , qne dans 
la valeor d'y, affect^s de signes difförens. 

Le contraire a lieo par rapport anx nombres de la forme 4A-f 1 

car, le nombre des termes dont se compose le developpement de 2(d?— 1) 
etant exprimö par 2A-f I9 il est övident que cenx de oes termes qni, com- 
par6s denx i deox, offriront des cofiMciens ögaox, seront affectis do 
mdme sigae. 

II m'a paro qo'on ponrroit se servir de la formale 2(ar — 1) ^ pour 
determiner, d^one maniere generale, A Tögard de chacone des formes dn 
nombre p, qoels sont les cofifficlens des difförentes puissances de x dont 
se eomposent les valeors de >* et de sr. A la v^rilö, passö les premiers 
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de ces termes, les calcDls deviendroient tres compliques; mais a Ti^gard dp 
cenx-ei, on troave faoilement les valenrs snivaDtes, qoe je crois exactes et 
qai se verifient dans tons les cas qne Hr. GanTs a calcnl^ directement. 

Lorsqae p est de la forme 8A;-f 1, 

y = 3«** + a?*'-»-|-(2*-(-l)a?*»-*-f-(3*-f l)a?«*-»±etc. 

p ^tant de la forme 8A;-[-5, 

y = 2ar«+'-f a?«*+»-{- (2*4-2) a?«*-fcr**-'± etc. 

z == aj**+*-f0.j:** + elc.; 
81 p est de la forme 8Ar-{-3, ■ 

y = 2a?**+' + «** — 2ÄX**-» 4- (Ä + 1 ) a^*-* ± etc. 

z = a?**-f0.ar«*-^ 4- (*—!)««-» + etc.; 
ä Fögard des nombres de la forme 8*4''^^ * 

y == 2;i:**+' 4- J?**+* — (2Ä 4- 1 ) ar«+^ - (3Ä 4- 2) x«* ± etc. 

« = a?«*+* 4- ar**+»± etc. 

L'equation — j— = Y'^±pZ'^, dans laquelle n repr^sente un 

nombre entier qaeiconque, est ane simple generalisation de r^qoatioo de 

Mr. Genfs. En faisant « = 2 on a *^'''~^'> = Y'^±pZ". Si on penl 

appliqoer la remarque de Mr. Le Gendre a cette eqaation, od dira que les 
cofif&ciens de? difförentes paissances de x, dont se compose le ddveloppe- 

ment de 2(x — 1)^ ' sont congrns. (med. /i), aax coefficiens des mönes 
paissances, dans la valear d'Y'. 



II est evident qne le develpppement de 2(ar— 1) ^ se compose de 
^ ^ termes; et, ponr pen qn'on venille y faire attention, on verra qae 

les co£f&ciens des ^^ Premiers de ces termes, si on essaye de les dlvi- 

ser par p, laisseront tons an reste; tandis que les coefSciebs des ^-s — 

»4-1 
termes snivans n'en laisseront pas, qoe les - Z (ermes ecrits a fa snite 

de ces- derniers anront aussi ponr co&fficiens des nombres non diyisibles 

«—1 
par p, et qnMls seront snivis de ^ ^ termes, dont les coöfficiens sont au 

contraire des mnltiples de ce nombre, et ainsi *de suite. 
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Lesr seules puissances de x qui paiasent faire parties de la valeur 

&T^ seroDt celles dont les coöfficiens^ dans le developpement de 2{a>—\) ^ , 
*ne 8ont pas divisibles par p. 

La yaleur de Y' est dooc formee de ^^— suites composees cba- 

Gone de ^-^ termes, qoi renferment autant de pnissances difförentes de x. 
üne qaelcenque de ces suites est separee de la saivante par une lacane de 
•^-2 — termes, renfermant aatant de poissances differenles de x; et, parce- 
qae lea premiers et les derniers termes de la valeur de Y\ appartlennent a 

deux s^ries de ^—- termes, on voit qa^il y a ^^ lacunes, de ^^^^ termes 

»4-1 
chacone, qai dans la valeur de Y\ separent les unes des auf res les ^y- 

s6ries, de ^T^ termes chacune, dont les cofifficiens« abstraction faite du 
signe, sont plus grands que zero. 

La forme generale des puissances de x qui appartlennent aoz ^^^ 

termes dont se composent les ^^ söries est x ^ ~^ ^^ ' * ' , dans 

Jaqaelle on donnere a v, anssi bien qu'a s, les valeurs successives, 
O, 1, 2 ^. 

Pour une mdme serie les valeurs de s seront'Ies seules qui chan- 
^eront; tandis que le changement attribn6 a v marquera le passage d'une 
s6rie a une autre. 

La forme generale des puissances de x qui ne fönt pas parties de 

a valeur ö'y est a? ^ ~ . "^ ^^ ' — • En donnant successivement a h 

valeurs 1, 2 • . . • ^-k"") et ne changeant pas celles de k, on a les ^y- 

niisances de x qui se snivent immödiatement; et, en attribuant successi- 

^ment a k les valeurs 0, 1, 2 • • . . ^ 1, on passe d^une de ces sui- 

s k une autre dont tous les termes ont egalement zero pour coSfficiens. 
11 rösulte de ce qu'on vient de dire que parmi les pnissances de x 

iwäi appartiennent aux ^ ^ termes dont ce compose le developpement de 
^ C^^ — 1) * 9 un nombre 9--*^i— 5 seulement, fait partie de la valeur 
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de FV tandis qu'on nombre ^~ « ^T" de ces pnissances en est retrancbö. 

Si on remonte a la maniere dont se forme reqaauon -^ t^=^ T'^±pSE^, 

le calcal immödiat des valeurs de Y^ fournira a' la fois la confirmaüoii et* 
Texemple de cel arrangemeiit entre les puissances de x. 

Ett effet pour former r^qaation ^ _. ' = Y^ ± pXl^ on (eprend 

reqaation . = Y ±.p9r, on ierit noe seconde fois la mdme iqaa- 

tion en y changeant or en dp^ et y et sr en F et Z ce qai donne 
j^(jpp — ) __Yi^p2S^ et apres avoir mnlHpliö Tan par Taulre les membres 
respectifs de ces eqaations, on tronve 

Soient ;,=3ro~n*aur. r>^l£z^^ (^fi)(y+i)-3 ^g^^^^^^g, 

- |»=5 - - r' = (Fy 4- 5Z«):2 

(2jr»+Jf+2)(2jr'*+x*+2)+5jr* 
°^ 2 

= 2a?" -I- «" + 2a?«'| + ar' -j- Sar« + a?» I -j- 2x* + » + 2, 

- ;, = 7 - - F' = (Ty-7Z«):2 

(2j'4-j'— jr— 2)(2jr"+x'*— JT^— 2)— |(x*+x)(j**^-x^ 
^ 2 

= 2a?^+ a;** — «" - 2a?*' I + a?"- 3ar»- 4a?"— a?»*| 

— a?'"- 4««— 3a?4 a?^ | — 2a?»- »'+ » + 2, 

- I»=ll- - F' = (ry-llZ«):2 

(2j»+j«— 2x'+2x*— X— g)(2jr»*+j**— 2x**4-2jr*'— jr"-2)— ll(j«+x)(x**+jr") 
~ 2 

= 2a?* + a?* - 2a?»-}- 2«" — a*» - 2a?" j -1- a?«- 5«" — X« + «*•- 6«»— a?**| 

. -2a?»-a?"+2«*'— 2a^-|-a;«+2a?»|-|-2a?»+a?»-2a?»-l-2«»*-«»— 2a?»| 

- ««» - 6a?" -f a?»* - a?» - 5a?" -f «" ) - 2a;« — a?* -i- 2a?» - 2a?» -f a? -f 2. 

Ce petit nombre d*exemp]es, dans lesqaels on a separö les dlff6ren- 

tes series de ^\ termes par ce signe | , saffit sans donte poar montrer 

qae le calcal direct confirme pleinement ce qne la considöration da d^ve- 

loppement de 2(a; — 1) " neos a appris loocbant la maniere dont la valenr 
de F' doit dtre composee. 

A Tegard de la valeär de Z', il est evident qu^elle oe peot contMür 
aucane des puissances de a? qni manqnent dans eelle de F' et o'est oe qae 
le calcal direct confirme egalement. 
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23. 

Entwickelung der Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen Kräften^ die auf einen freien festen 

Körper wirken. 

(Von dem Herrn Prof. A, F. Möbius zu Leipzig.) 



Im 2teD Hefte des IV. Bandes dieses Journals habe ich eine neue Art 
angegeben^ das Moment einer Kraft in Bezug auf eine gewisse Axe aus- 
zudrücken, durch die dreiseitige Pyramide nämlich, von welcher die Axe 
und die ihrer Richtung und Intensität nach durch eine Linie vorgestellte 
Kraft zwei gegenüberliegende Seiten sind. Ist daher ein System von Kräf- 
ten, welche auf einen freien festen Körper wirken, im Gleichgewicht, so 
ist die algebraische Summe der Pyramiden, welche eine gemeinschaftliche 
Kante und die Kräfte der Reihe nach zu gegenüberliegenden Kanten ha- 
ben, immer = 0, welches auch die Lage und Grölse der gemeinschaft- 
lichen Kante oder Axe sein mag; und umgekehrt: findet sich diese Summe 
für jede Axe = 0, so herrscht Gleichgewicht. Diesen Satz, aus welchem 
sich, wie leicht zu erachten, als aus einer gemeinschaftlichen Quelle, alle 
übrigen hierher gehörigen Gesetze des Gleichgewichts ergeben müssen, 
habe ich in vorliegenden Blättern aus den ersten Principien der Statik zu 
entwickeln gesucht. Das Mittel, dessen ich mich dazu bedient habe, sind 
die von Poinsot schon seit längerer Zeit in die Elemente der Statik mit 
grofsem Vorlheil eingeführten Couples, oder Systeme von je zwei einan- 
der gleichen, nach parallelen aber enigegengesätzten Richtungen wirkenden 
Kräften, Kräftepaare in dem Folgenden genannt. 

Poinsot gründet in seinen Elementen der Statik seine schöne, 
die zusammengesetzteren Untersuchungen dieser Wissenschaft überaus ver- 
einfachende Theorie der Kräftepaare auf die derselben vorausgeschickte 
Lehre der Zusammensetzung von parallelen Kräften und von Kräften, die 
auf einen Punct wirken. Es scheint mir aber noch vortheilhafter zu sein, 
wenn man die Elemente der Statik nach Auseinandersetzung der Funda- 
roentalbegriffe von Kraft, Gleichgewicht, gleich wirkenden Kräften, u. s. w. 
mit der Theorie der Kräflepaare sogleich beginnen läfst; und ich hoffe diese 
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Behauptung durch die einfache Weise, mit welcher sich die Paare gleich 
beim Eingang in die Statik wie von selbst, darbieten, und durch die Kürze, 
mit welcher ich hier die vorzüglichsten Eigenschaften der Paare bewiesen, 
und damit zu dem vorhin angeführten allgemeinen Satze des Gleichge- 
wichts gelangt bin, genugsam gerechtfertigt zu haben. Mit Hülfe dieses 
Satzes und mittelst des bekannten analytischen Ausdrucks für den Inhalt 
einer Pyramide habe ich hierauf die sechs bekannten allgemeinen Bedin- 
gungsgleichungen, als den endlichen Zweck dieser kleinen Abhandlung, 
hergeleitet. 

Ich bemerke nur noch, dafs, um möglichst kurz zu sein, mehrere 
Eigenschaften der Paare, die, obscbon an sich keineswegs unwichtig, doch 
zu dem genannten Endzweck nicht weiter förderlich waren, weggelassen 
worden sind. Auch erwähne ich noch für diejenigen, welche Poinsot^s 
Elemente der Statik nicht näher kennen, dafs die Betrachtung im letzten 
Abschnitte, aus welcher hervorgeht, dafs ein System von Kräften im Räume 
im Allgemeinen auf eine einfache Kraft und ein Paar zurückgeführt werden 
kann, nicht mir, sondern Poinsot zugehört. 



Begriff der Kräftepaare und Haupteigenschaft derselben. 

Auf den Punct A (Taf. III. Fig. 1.) wirken zwei einander gleiche Kräfte 
Py Q nach den Richtungen AB, AD; die Resultante dieser Kräfte, welche mit 
ihnen in einer Ebene liegt, und den Winkel BAD halbirt, habe die Rich- 
tung AC. Da nun die Intensität der Resultante nur von den Intensitäten 
der Kräfte selbst und von dem Winkel den sie mit einander bilden, abhängig 
sein kann, so wird, wenn man in einem beliebigen andern Puncto C der 
nach AC gerichteten Resultante von P, Q zwei andere diesen Kräften 
gleiche und mit ihnen parallele, nach CE, CF gerichtete Kräfte R, S an- 
bringt, die Resultante der letztern mit der Resultante der erstem einerlei 
Richtung und Intensität haben, und es werden folglich die Kräfte R, S mit 
den Kräften P, Q gleichwirkend sein. Man verlängere noch die Richtungen 
CE, CF rückwärts bis zum Zusammentreffen mit AD, AB, so ist, weil AC 
die Winkel BAD, BCD halbirt, das dadurch entstehende Parallelogramm ABCD 
ein Rhombus, und wir haben somit folgenden Satz: 

Sind Ay B, C, D die vier auf einander folgenden Spitzen eines 
Rhombus^ so sind von vier einander gleichen Kräften P, Q, R, S, welche 
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resp. die Richtungen AB, AD, DC, B€ haben, P und Q gleichwirkend mit 
R und S. 

Dieser höchst einfache, aus den allerersten Principien der Statik her- 
vorgehende Satz, wird uns nun, etwas anders nur dargestellt, zur Basis aller 
folgenden Untersuchungen dienen. Sind nämlich P, Q gleichwirkend mit R, 
S, so sind es auch P und — JR mit —Q und S; d. h. von vier einander 
gleichen, und, wenn ABCD wieder einen Rhombus vorstellt, nach AB, CD, 
DA, BC gerichteten Kräften, haben die zwei ersten mit den zwei letztern 
einerlei Wirkung. 

Um diesen Satz bequemer ausdrücken und somit besser benutzen zu 
können, wollen wir zwei sich gleiche Kräfte, die, wie P und —R, nach 
zwei einander parallelen aber entgegengesetzten Richtungen AB und CD 
wirken, ein Kräftepaar, oder schlechthin ein. Paar nennen; der gegensei- 
tige Abstand ihrer parallelen Richtungen heifse die Breite des Paares; und 
wenn wir uns für einen Augenblick vorstellen, dafs die Ebene, in welcher 
die zwei Kräfte wirken, in irgend einem zwischen ihnen liegenden Puncte 
befestigt sei, so heifse der Sinn, nach welchem die eine, wie die andere 
Kraft, die Ebene um diesen Punct drehen würde, der Sinn des Paares. So 
hat in unserer Figur jedes der beiden Paare P, —R, und —0,8 einen Sinn 
von der Rechten nach der Linken; sie sind also beide von einerlei, nicht 
von entgegengesetztem Sinne. 

Da nun zwei Paare, in einer Ebene, die einander gleiche Breiten haben, 
mit den Richtungen ihrer vier Kräfte offenbar immer einen Rhombus bilden, 
den einzigen Fall ausgenommen, wo die Kräfte des einen Paares mit denen 
des andern parallel sind, so können wir mit einstweiliger Beseitigung dieses 
Falles den obigen Satz kurz so ausdrücken: 

Zwei Paare in einer Ebene, die einander gleiche Kräfte und Breiten 
und einerlei Sinn haben, sind gleichwirkend; oder noch kürzer: Eben so^ 
wie die Wirkung einer einfachen Kraft unverändert bleibt, welcher Punct 
ihrer Richtung auch zum Angriffspuncte genommen wird, so kann auch 
ein Kräftepaar in seiner Ebene, wohin man will, verlegt 
werden. 

Was noch den dabei beseitigten Fall anlangt, wo die Kräfte der 
zwei einander gleichen Paare einander parallele Richtungen haben, so denke 
man sich noch ein drittes Paar hinzu, das mit jenen zweien in einer Ebene 
liegt, jedem derselben gleich ist, mit ihnen einerlei Sinn hat, und dessen 
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Kräfte die Kräfte der erstem unter einem beliebigen Winkel schneiden. 
Vermöge des eben Erwiesenen ist nun dieses Paar mit jedem der beiden 
erstem gleichwirkend; mithin sind auch die beiden erstem selbst von glei- 
cher Wirkung, und unser Satz gilt daher ohne alle Beschränkung. 

Zusammensetzung von Kräftepaaren in einer Ebene. 

Indem wir jede Kraft ihrer Intensität und Richtung nach durch die 
Länge und Richtung einer geraden Linie vorstellen, seien AB, A'B' und 
CD, CD' (Fig. 2.) zwei Paare in einer Ebene von einander gleichen Breiten 
und einerlei Sinne. Man mache in den Verlängerungen von AB und AB' 
Aber B und B' hinaus, BE = B'E' = CD =- CD', so ist nach dem Vorigen 
das Paar CD, CD' gleichwirkeud mit dem Paare BE, B'E', und folglich die 
zwei Paare AB, Aß und CD, CD' gleich wirkend mit AB, BE, Äff, B'E, 
d. i., mit dem Paare AE, A'E', welches denselben Sinn und dieselbe Breite, 
wie jedes der zwei erstem hat, dessen Kräfte aber die Summen der Kräfte 
der erstem sind. 

Seien zweitens AB, AB' und CD, CD' (Fig. 3.) zwei Paare in einer 
Ebene, die einerlei Sinn und einander gleiche Kräfte haben. Man ziehe auf 
der Seite von AB', auf welcher AB nicht liegt, mit A'B' eine ihr gleiche 
Parallele EF, welche eben so weit von A'B', als D'C von CD, enfernt liegt. 
Alsdann ist das Paar CD, CD' gleichwirkend mit dem Paare B'Ä, EF, ond 
folglich die beiden Paare AB, AB' und CD, CD' gleichwirkend mit AB, 
AB', B'A, EF, d. i., mit dem Paare AB, EF, welches denselben Sinn ond 
dieselben Kräfte, wie die zwei erstem, aber eine Breite hat, die der Summe 
der Breiten der erstem gleich ist. 

Man sieht nun leicht, wie das von der Zusammensetzung zweier Paare 
Gesagte auf die Zusammensetzung jeder gröfsem Anzahl ausgedehnt werden 
kann, so dafs immer ein System von Paaren, die in einer Ebene liegen, von 
einerlei Sinne sind, und entweder insgesammt einerlei Breite, oder sämmtlich 
dieselben Kräfte haben, gleichwirkend mit einem einzigen in derselben Ebene 
liegenden und nach demselben Sinne gerichteten Paare ist, welches im erstem 
Falle mit den zusammenzusetzenden Paaren einerlei Breite hat, und dessen 
Kräfte den Summen der Kräfte dieser Paare gleich sind, im letztem Falle 
aber mit den Paaren des Systems einerlei Kräfte und eine Breite hat, die der 
Summe der Breiten aller dieser Paare gleich ist. 
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Hat man demnach ein System von m einander gleichen Paaren, 
die einerlei Sinn haben, von deren Kräften jede = P, die Breite eines je- 
den aber = p ist, so ist dieses System gleichwirkend mit einem Paare, 
von dessen Kräften jede = mP, und dessen Breite =p ist, so wie auch 
gleichwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte einzeln == P^ und dessen 
Breite =mp. 

Umgekehrt wird sich daher ein Paar, dessen Kräfte = mP, und dessen 
Breite =np ist, in m andere Paare zerlegen lassen, von deren jedem die 
Kräfte = P, die Breite = nq; und jedes dieser m Paare wird in n andere 
zerlegbar sein, von deren jedem die Kräfte = P, die Breite = q. Das Paar 
mit den Kräften mP und der Breite np ist folglich gleichwirkend mit mn 
Paaren, deren jedes die Kräfte P und die Breite q hat, folglich auch gleich- 
wirkend mit einem Paare, dessen Kräfte =nP sind, und dessen Breite =mq 
ist; d. h. 

Wenn von zwei Paaren, die in einerlei Ebene liegen und 
einerlei Sinn haben, clie Kräfte sich umgekehrt wie die Breiten 
verhalten, so sind die Paare gleichwirkend. 

Allerdings ist dieser Satz durch das Vorhergehende nur für com- 
mensurable Verhältnisse der Kräfte und Breiten bewiesen. Um ihn, will 
man streng sein, auch für incommensurable Verhältnisse darzuthun, bedarf 
man noch einiger anderer, nicht schwer zu erweisender Sätze, dafs nämlich 
mit zwei Kräften, welche ein Paar ausmachen, eine dritte Kraft nicht gleich- 
wirkend sein kann, dafs aber, wenn die dritte in der Ebene des Paares liegt, 
es immer möglich ist, eine vierte Kraft in dieser Ebene hinzuzufügen, welche 
mit der dritten ein zweites, dem erstem gleichwirkendes Paar bildet; und 
dafs von zwei gleich wirkenden Paaren demjenigen, welches die gröfseren 
Kräfte hat, die kleinere Breite zukommt. Doch will ich dieses nicht weiter 
ansfOhren und nur noch bemerken, dafs der auch späterhin noch anzuwen- 
dende Satz, mit einem Paare könne eine dritte einfache Kraft nicht von 
gleicher Wirkung sein, ganz leicht daraus erhellet, dafs sich immer wenig- 
stens noch eine vierte Kraft angeben läfst, welche, von der dritten der Rich- 
tung nach verschieden, doch einerlei Lage mit der dritten gegen das Paar 
hat; dafs folglich, wenn diese vierte Kraft die Intensität der dritten erhielte, 
sie gleichfalls mit dem Paare, also auch mit der dritten Kraft selbst, von 
gleicher Wirkung sein mfifste, was aber bei Kräften, deren Richtungen nicht 
identisch sind, nicht möglich ist. 
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Mittelst derselben Principien läfst sich auch der umgekehrte Satz des 
vorigen darthun, dafs wenn zwei Paare in einer Ebene gleich wir- 
kend sind^ ihre Kräfte in dem umgekehrten Verhältnisse ihrer 
Breiten stehen. 

Es giebt noch eine andere^ sehr anschauliche Art ^ diese Sätze aus- 
zudrücken. Bezeichnen nämlich, wie im Vorigen, die Linien AB, AB' die 
zwei Kräfte eines Paares, so sind A, B, Ä^ B' die vier auf einander fol- 
genden Spitzen eines Parallelogramms, wovon, wenn eine der beiden Kräfte 
zur Grundlinie genommen wird, die Breite des Paares die Höhe ist. Ver- 
möge der bekannten Eigenschaften der Parallelogramme können wir daher 
auch sagen: 

Zwei Paare AB, AB' und CD, CD', die in einer Ebene lie- 
gen, und einerlei Sinn haben, sind gleichwirkend, wenn die 
Parallelogramme ABÄB' und CDC'D* von gleichem Inhalte sind; 
und umgekehrt: sind zwei Kräftepaare in einer Ebene gleich- 
wirkend, so haben die durch sie gebildeten Parallelogramme 
gleichen Inhalt. 

Hiernach ist es immer ganz leicht, zwei, und also auch mehrere, in 
einer Ebene liegende Paare zu einem Paare zusammenzusetzen. Denn, vor- 
ausgesetzt, dafs die zwei zu verbindenden Paare AB, A'B' und CD, CD' 
(Fig. 4.) einerlei Sinn haben, construire man in der Ebene derselben ein 
Parallelogramm EFE'F', welches der Summe der Parallelogramme AÄ ond 
CC gleich ist, und es wird das Paar EF, E'F, von dem ich annehme, dafs 
es mit erstem einerlei Sinn hat, mit ihnen auch gleiche Wirkung haben. 
Denn theilt man das Parallelogramm EE' durch eine mit EF gezogene Pa- 
rallele GH in zwei Parallelogramme EH und GE', so dafs EH = AÄ, 
und folglich GE' = CC, so sind die Paare AB, AB' und CD, CD' resp. 
gleichwirkend mit den Paaren EF, HG und GH, EF, d. i. mit dem 
Paare EF, EF. 

Jedes andere Paar, dessen Parallelogramme nicht ==EE', also auch 
nicht = AÄ-\-CC, kann nicht mit dem Paare EF, EF, also auch nicht 
mit den Paaren AB, A'B' und CD, CD' gleiche Wirkung haben, woraus 
wir umgekehrt schliefsen: Haben zwei Paare in einer Ebene einerlei Sinn, 
so ist das Parallelogramm eines dritten mit ihnen gleichwirkenden Paares der 
Summe ihrer Parallelogramme gleich. 
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Sind die zwei zu verbindenden Paare von einander entgegengesetztem 
Sinne, so sieht man ohne Schwierigkeit, dafs statt der Summe die Differenz 
ihrer Parallelogramme zn nehmen ist, und dars das resuitirende Paar mit 
demjenigen der beiden ersten einerlei Sinn hat, dessen Parallelogramm das 
gröfsere ist. 

Zusammensetzung von Paaren, die in verschiedenen 

Ebenen liegen. 

Seien NB, ND (Fig. 5.) die Ebenen zweier zusammenzusetzenden Paare 
p und p\ N und A seien zwei beliebige Puncto in der Durchschnittslinie 
beider Ebenen, und NC^ NE zwei in letztern nach beliebigen Richtungen durch 
iV gezogene gerade Linien, deren Längen man so bestimme, dafs die Parallele- 
i^ramme ANCB und ANED resp. den Parallelograipmen von p und p' gleich 
werden, und man daher die Paare NC, BA und NE, DA den zusammenzu- 
setzenden Paaren p und p substitniren kann. 

Sei nun von JVC, NE die Resultante = NG und von BA, DA die 
Resultante =FA, so sind, weil BA gleich und parallel mit NC ist, u. s. w., 
NG, FA zwei in den parallelen Ebenen CNE, BAD liegende, einander gleiche, 
parallele und nach entgegengesetzten Richtungen wirkende Kräfte. Sie bilden 
mithin ein Paar, welches r heifse, das resuitirende aus den beiden gegebenen 
Paaren, und wir schliefsen daher : Zwei Paare, die in zwei sich schneidenden 
Ebenen liegen, lassen sich zu einem Paare zusammensetzen, dessen Ebene 
durch die Durchschnittslinie der erstem Ebenen geht. 

Man nehme noch in der Ebene CNE willkürlich einen Punct M und 
ziehe durch ihn MH, MI, MK resp. gleich und parallel mit NC, NE, NG, so 
ist, weil NG die Resultante von NC und NE war, KM die Resultante von 
UM und IM; folglich sind die Paare NC, UM und NE, IM gleichwirkend mit 
dem Paare NG, KM; und da diese drei Paare in einer Ebene liegen, so sind 
die Parallelogramme 

1. MNCH+ MNEI = MNGK, 
also auch ihre Hälften, oder die Dreiecke 

2. MNC+MNE = MNG, 
folglich auch die Pyramiden, welche diese in einer Ebene liegenden Dreiecke 
zu Grundflächen, und den Punct A zur gemeinschaftlichen Spitze haben: 

3. MNCA+MNEA = MNGA. 
Diese drei Pyramiden lassen sich aber auch als solche betrachten, deren 
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gemeinschaftliche Spitze M ist, und deren Grundflächen die Dreiecke NCA, 
NEA^ NGA sind, oder mit andern Worten: als drei Pyramiden, welche den 
Punct M zur gemeinschaftlichen Spitze haben, und deren Grundflächen in den 
Ebenen der Paare p^ p\ r liegen und den halben Parallelogrammen der 
letztern gleich sind. Der Punct M ist aber ein willkfirlicher Punct im Räume 
überhaupt, weil er in der beliebig zu legenden Ebene CNE nach Willkür 
genommen werden konnte. 

Bezeichnen wir daher eine Pyramide, deren Spitze M^ und deren 
Grundfläche ihrer Lage und Gröfse nach das Parallelogramm eines Paares p 
ist, der Kürze willen durch Mp, so haben wir: 

4. Mp + Mp' = Mr, 
wo auch M liegen mag, wenn nur die Zeichen gehörig berücksichtigt werden. 
Denn da in der Gleichung (1.) je zwei Perallelogramme nur dann einerlei 
Zeichen bekommen, wenn die Paare, zu denen sie gehören, von einerlei Sinne 
sind, und da offenbar, nachdem je zwei dieser Pnare, wie NC, HM und NE^ 
IM einerlei oder entgegengesetzten Sinn haben, die Paare NC, BA und NE, 
DA, von M aus gesehen, mit einerlei oder entgegengesetztem Sinne erschei- 
nen, so werden sich auch die Vorzeichen der Pyramiden in (3.) und (4.) 
nach dem Sinne richten, mit welchem die Paare p, p\ r von M aus betrachtet, 
sich zeigen. 

Sei p" irgend ein anderes Paar, dessen Ebene gleichfalls durch den 
Punct iV gehe; das resultirende Paar von r und p', dessen Ebene durch den 
Durchschnitt der Ebenen von r und p* und daher ebenfalls durch N geht«, 
heifse r', so ist r' auch das resultirende Paar von p, p\ p*\ und man hat: 
Mr + Mp"=^Mr, folglich in Verbindung mit voriger Gleichung: 

Mp + Mp' + Mp'' = Mr', 
und so fort bei noch mehreren durch denselben Punct N gelegten Paaren, 
wenn auch hier je zwei Pyramiden mit einerlei oder entgegengesetzten Zeichen 
genommen werden, je nachdem die Paare, zu denen sie gehören, von M aus 
gesehen, einerlei oder entgegengesetzten Sinn haben. 

Haben die Paare p, p\ p\ .... kein resultirendes Paar, sondern halten 
sie einander das Gleichgewicht, so ist die Summe 

Mp^rMp'^rMf^ = 0. 

Denn alsdann ist jedes der Paare, wie p, sobald man es nach einem, dem 
anfänglichen entgegengesetzten Sinne wirken läfst, das resultirende von den 
jedesmal übrigen, und daher Mp + Mp''-\ ^—Mp; folglich u. s. w. 
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Hat man also ein System von Paaren, die mit einander im 
Gleichgewicht sind, und deren Ebenen sich in einem und dem- 
selben Pancte N schneiden, so ist die algebraische Summe der 
Pyramiden, welche einen beliebigen andern Punct zur gemein- 
schaftlichen Spitze, und die Parallelogramme der Paare zu Grund- 
flächen haben, immer =0. 

Vom Gleichgewicht zwischen Kräften, die nach beliebigen 

Richtungen wirken. 

Seien die Kräfte, wie bisher durch gerade Linien vorgestellt: AB^ 

CD, EFy ; das von ihnen gebildete System heifse S. Durch einen 

willkürlichen Punct N lege man ÄB\ CD', E'F, .... resp. den AB, 
CD, .... parallel und gleich, aber von entgegengesetzter Richtung. Als- 
dann ist das System S gleichwirkend mit dem System der Paare AB, AB'; 
CD, CD'; u. s. w., deren Ebenen insgesammt durch den Punct iV gehen, 
in Verbindung mit dem System der einfachen sich in N schneidenden Kräfte 
B'A, D'C, F'E', .... Man bezeichne letzteres System mit Y, und das System 
der Paare mit W, 

Nun ist V entweder im Gleichgewicht oder hat eine einfache Kraft 
zur Resultante; eben so ist W entweder im Gleichgewicht oder reducirt 
sich auf ein Paar. Folglich ist das System S, welches mit V und W in 
Verbindung gleiche Wirkung hat, entweder im Gleichgewicht, oder läfst sich 
auf eine einfache Kraft oder auf ein Paar, oder auf eine einfache Kraft und 
ein Paar zusammen zurückführen. Da nun, wie bereits oben gezeigt wor- 
den, eine einfache Kraft mit einem Paare nicht gleichwirkend sein kann, folg- 
lich auch zwischen der einen und dem andern kein Gleichgewicht möglich ist, 
so mufs, wenn S im Gleichgewicht sein soll, jedes der beiden Systeme V und 
W für sich im Gleichgewicht sein. Ist aber W im Gleichgewicht, so ist nach 
dem vorigen die Summe der Pyramiden 

MNAB + MNCD+ ' = 0, 
wo auch M liegen mag. Denn NAB, NCD sind offenbar die halben Pa- 
rallelogramme der Paare AB, AB'; CD, CD'; .... aus denen W zusam- 
mengesetzt ist. 

Es ist aber N eben sowohl, als M, ein von dem System unabhän- 
giger Punct, und wir schliefsen daher: Wenn zwischen mehrern 
auf einen freien Körper wirkenden Kräften Gleichgewicht 
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herrscht, so ist die algebraische Snmme der Pyramiden, welche 
eine Gerade MN von beliebiger Lage und Länge zur gemein- 
schaftlichen Kante und die Kräfte, durch gerade Linien vorge- 
stellt, zu gegenOberstehenden Kanten haben, immer =0. Die 
Vorzeichen der Pyramiden können hier entweder eben so, wie im Vorigen, 
bestimmt werden, oder auch für gegenwärtigen Zweck noch passender also, 
dafs man je zwei Pyramiden mit einerlei oder entgegengesetzten Zeichen 
nimmt, je nachdem die ihnen zugehörigen Kräfte den Körper um die Ge- 
rade MN, falls er an dieser befestigt wäre, nach einerlei oder entgegenge- 
setzten Seiten drehen würden. 

Ist ein System von Kräften nicht im Gleichgewicht, sondern gleich- 
wirkend mit einem zweiten System, folglich im Gleichgewicht mit den 
nach entgegengesetzter Richtung genommenen Kräften des zweiten Systems, 
so ist für eine und dieselbe aber beliebige Axe MN die Summe der Pyra- 
miden des einen Systems der Summe der Pyramiden des andern gleich. Ist 
daher ein System von Kräften nicht im Gleichgewicht, so ist auch die Summe 
der Pyramiden, welche n heifse, nicht für jede Lage von MN, =0. Denn 
ein solches System ist entweder gleichwirkend mit einer einzigen Kraft p, 
oder mit einem Paare q, q\ und einer einfachen Kraft p, welche nicht in der 
Ebene des Paares liegt, indem sonst p, q, q auf eine einzige Kraft reducirbar 
wären. Es ist demnach 

71 entweder = mp, 

oder = mq + mq'y 

oder = fnp + mq + mq\ 
wo m für MN gesetzt worden, und wo mp die Pyramide bezeichnet, welche 
m und p zu gegenüberliegenden Seiten hat. Hieraus sieht man nun leicht 
dafs der Axe m immer und auf unendlich viele Arten eine solche Lage ge 
geben werden kann, wobei n nicht = ist. Legt man im dritten Falle z. ! 
m in die Ebene des Paares q, q', jedoch so, dafs m nicht auch mit p in ein 
Ebene ist, so werden mq und mq' = 0, und n reducirt sich auf mp^ welcl 
nicht = ist. 

Je nachdem also in einem System von Kräften Gleichgew 
herrscht, oder nicht, ist die Summe der Pyramiden für alle, oder nicht 
alle, Lagen der Axe m, =0. Ist folglich, so schliefsen wir umgekehrt, 
algebraische Summe der Pyramiden, welche eine gemeinsch 
liehe Kante und die Kräfte zu gegenüberliegenden Ka 
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haben, für jede beliebige Lage der gemeinschaftlichen Kaute 
oder Axe =0, so halten sich die Kräfte das Gleichgewicht. 

Wir wollen jetzt diese Bedingung des Gleichgewichts analytisch aus- 
zudrücken suchen und zu dem Ende das System der Kräfte AB^ CD, .... 
auf ein System paralleler Coordinaten beziehen. — Seien bei der Kraft AB 
die Coordinaten des Punctes A^ =x, y, z; die Coordinaten von B, = x + X, 
y'\-Yy ss + Z; also x, y, a die Coordinaten eines beliebigen Punctes in der 
Richtung der Kraft, und X, Y, Z die Projectionen von AB auf die Axen 
der X, y, z, oder vielmehr drei Kräfte, die sich ihrer Intensität nach eben 
so zu der durch AB vorgestellten Kraft verhalten, wie die Projectionen von 
AB zu AB selbst. Seien ferner f^ g, h die Coordinaten von M, und f+F, 
g+Gy h-\-H die Coordinaten von JV; endlich bezeichne man durch r den 
sechsten Theil des Products aus dem Sinus des Winkels, den die Axe der y 
mit der Axe der x macht, in den Sinus des Winkels der Axe der s mit der 
Ebene der x^ y: so ist der Inhalt der Pyramide MNAB 

= r[igH^hG}X+{hF-rH)Y+{rG-gF)Z 
+ F{yZ-siY)+GizX''xZ) + HixY-yX]l 
Wird daher, wie die Kraft AB durch x, y, ss^ X, Y, Z, so die folgende 
Kraft CD durch x'y y\ z\ X\ Y\ Z', u. s. w. bestimmt, so ist mit An- 
wendung des Summationszeichens 2 die Summe der Pyramiden MNAB 

+ MNCD + 

= r[jgH-hG)2X+{hF-fH)2Y+[fG-gF):SZ 
'\-F2:iyZ-ssY) + G2:{!6X-xZ) + HSixY'-yX)]. 

Sollen nun die Kräfte einander das Gleichgewicht halten, so mufs 
diese Summe für jede beliebige Lage von MN, mithin für alle beliebigen 
W- erthe der sechs Gröfsen f, g, h^ F, G, H, =^0 sein. Dieses ist aber nicht 
anders möglich, als wenn 

2X=^i), -Sr = 0, -2'Z = 0, 
2{yZ-!6Y) = 0, 2;{siX-xZ)=^0, 2{xY-yX) = 0. 
Und da umgekehrt, wenn diese sechs Gleichungen erfüllt werden, die Summe 
der Pyramiden für alle möglichen Werthe von f, g^ . . . . H, also für jede 
Lage von MN, =0 ist, und mithin Gleichgewicht herrscht, so sind 
dies die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen des 
Gleichgewichts. 

Znsätze. 1. Sind sämmtliche Kräfte auf einen Punct gerichtet, 
und nimmt man diesen zum Anfangspunct der Coordinaten, so kann man 

28» 
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^5 y^ ^9 ^\ y'y ^ i • • • ' insgesamrat = setzen. Hiermit werden von 
den sechs Gleichungen die drei letzten identisch, und es bleiben blofs die 
drei ersten 

als Bedingungen des Gleichgewichts übrig. 

Angenommen, dafs ein solches System nur aus vier Kräften P, Q^ 
Ry S bestehe, von denen P^ Q, R resp. nach den Axen der x^ y, z wir- 
ken, S aber eine beliebige andere Richtung und X, Y, Z zu Projeclionen 
habe, so werden die Bedingungen, unter denen P, Q, R, S im Gleichge- 
wicht sind: 

P+Jf = 0, Q+Y = 0, Ä + Z = 0; 
oder P=-X, Q^-Y, R = '-Z. Die Kraft S ist folglich im Gleichge- 
wicht mit —X, —Yy —Zy und daher gleichwirkend mit ihren Projeclionen auf 
die drei Coordinatenaxen, wenn diese Projectionen parallel mit den Axen in 
irgend einem Puncto der Richtung der Kraft angebracht werden; — der be- 
kannte Satz vom Parallelepipedum der Kräfte. 

Dafs man durch die Annahme von Z = auf gleiche Weise zu dem 
Parallelogramm der Kräfte geführt wird, bedarf keiner Erinnerung. 

2. Ohne erst die allgemeinen Bedingungen des Gleichgewichts ent- 
wickelt zu haben, kann man das Parallelogramm der Kräfte aus der Theorie 
der Paare auch unmittelbar ableiten. ~ Seien EF, EG (Fig. 4.) zwei auf 
einen Punct E wirkende Kräfte. Man vollende das Parallelogramm GEFHy 
so sind die Paare EF^ HG und FH, GE gleichwirkend, indem sie beide einer- 
lei Sinn haben und demselben Parallelogramm angehören. Mithin sind auch 
die Kräfte EF^ EG gleichwirkend mit FH^ GH, und es haben daher erstere 
zwei in E angebrachte Kräfte mit den zwei letztern auf H wirkenden einer- 
lei Resultante, deren Richtung folglich EH \sl Wie aber daraus, dafs die 
Diagonale EH die Richtung der Resultante angiebt, sich weiter folgern läfst, 
dafs sie auch die Gröfse der Resultante vorstellt, ist aus den Lehrbüchern der 
Statik bekannt genug. 
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24. 

Verschiedene mathematische Aufgaben und Sätze. 

(Von dem Herrn Conrector Beyer zu Neu-Stettin.) 



I. Aufgabe. Das gröfste unter allen Dreiecken zu finden, 
deren Winkelspitzen in den Peripherien dreier concentrischer 
Kreise liegen, deren Halbmesser a<c6 und b<Cc gegeben sind. 

Auflösung. Das zu bestimmende Dreieck ABD (Taf. III. Fig. 6.) 
sei = F und durch die drei von seinen Winkelspilzen nach dem gemein- 
schaftlichen Mitteipuncte der concentrischen Kreise gezogenen Halbmesser 
a, b, c in drei Theile zerlegt. Bezeichnet man die von a, b^ von 6, c^ 
von ö, c gebildeten Winkel durch x, y, z, so ist js = 360"— (a: + y) und 
F = \absmx-\-\bcs\iiy — ^acs\n[x-\'y). Soll nun Fein Maximum werden, 
so mufs 

jr- = \abcosx — \accos{x'\-y) = 

und auch 

— = ^bccosy — \accos[x-\-y) = 

sein. Hieraus folgt acosa: = ccosy^ fecosa: = ccos^s und bcosy = acosz^ nach 
welchen Gleichungen nur y>270" für jr+j5<C90*^, oder alle drei Winkel x^ 
y, z stumpfe sein können. Aus 

dF 

■77- = l ab COS X "-^ac COS [x+y) = 



ergiebt sich auch 



oder 



ficosic — ccosjjcosy-f csinxsiny = 
6cosa? — öcosa;^ = — csinjrsiny, 



indem cos2^ = — coso; ^^^- Quadrirt man nun, so erhält man 

c 

b'^ cosx^ — 2 ab cosx^ + a^ cosx^ =^ c^sinx'^smy^ = c'(l— cosa?^) (i—^cosx'^j 

= c^ — a^cosa:' — c'cosx^ + a^cosoj*, 

folglich ist 

6'cosaj^ — 2a6cosa;^ = c^—a^cosx^—i^CQSx^ 
und 

a> + 6« + c'__, , c« 



COSO:* hr-iT COSX^ ^Tr-T = 0. 

2ab 2ab 
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Für ein Maximum von F mufs ferner 3—5 oder 3-, negativ sein. 

Es ist aber 

^— ^ = ^^abs\nx+^acs\n(x + y) und 

— = — »6csin^ + iacsin(ir+^). 

Beide Ausdrücke sind negativ, wenn x, y^ z stumpfe Winkel sind, und 
der erste ist es auch für j^>27(y^und x+z<^9&\ Für ein Maximum von F 

d^F d^F / d^F \^ 

mufs endlich ^^r-i'-^r-»'>i-^ — =7-)^ hier also 

ox^ oy ^ox'Oy^ 

{-\abs\nx + {acs\n{x+y))'{-'lbcsmy + \ac8m{x+y)^{^acsin{x + y))\ 
d. i. j^ a 6^ c sin a: sin j^ — ^ a' 6 c sin x sin ( a? + j^ ) — j^ ö 6 c' sin y sin{x + y) 

+ ^0^6^ sin (a? + y)^>iö'c^ sin {x + yf oder b sin a sin j^ — a sin o; sin (x + y) 

— csinj^sin(a? + y)>0 sein, welches nur für x und y ^toQo-» 'iicht aber für 
a:<90" und ^>27()" statt findet. Folglich ist F ein Maximum, wenn 

cosar -TT-r — cosar +ö— I = und x -oi^o ist. 

2a6 2ab <180° 

Um X selbst zu finden, setze man cosa: = «-f^ — \^ , = ti+^n. 



c' 



Dann erhält man u^ -^n^u+^—r — ^n^ = 0'^ bezeichnet man nun ^n^ mit p 
«"rf ;T-i:~'»S»^ n^>^ ^5 so ist 

woraus sich u berechnen läfst, wofern nicht i^'<iTpN d.i. i9'<2V'2V'*^ 
oder l^^dsV* ^^^r /(ij)<i». Da nun u immer negativ und ]/(i^) 
nicht <Zin ist, so ist auch cosx = u + ^n negativ, wie es der stumpfe 

Winkel x verlangt. Ist hingegen ]/i\g)<iin und ö~ä'~Ä-'* "'^^t ne- 

gativ, also ^—r nicht <2V'*N so erhält man aus u^— p« + ^ = für u 

folgende drei Werthe: rsiny, rsin(^7i — <^) und — r sin (i^^i + y), wo 

r = ^\,ip) = f « und sin3y = —^ für den kleinsten Werth des Bogens 

S(f ist. Unter den drei Werthen von u kann nur der letzte --rsin(^7i + y) 
zur Bestimmung von cosa; gebraucht werden, weil cosa: negativ sein mufs. 
Er genügt aber auch den Anforderungen des cosa;, denn sin Scp ist positiv, 
folglich S(p nicht >90" und (p nicht >30", also i7r + y>60^, aber nicht 
>»0" und sin(^7r + 9))>^|/3, mithin rsin(i^7i + y)> jr]/3 oder >i«]/3, 

so dafs cosa: = — rsin(7i^ + y) + ^« negativ ist. Wäre aber ö^ä'^sV'** 
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>3 ^3 



negativ, also sV'^^^ö^i^ ^"^ setzte man nun iV'^^'^ö"! = 9^ so wür- 
den sich aus t^^pu — q = für u die drei Werthe — rsiny, — r sin (i^Ti—y) 

und +rsin(^7i — y) ergeben, wo r = ^n und sin3y = — f für den lilein- 

sten Werth des Bogens S(p wäre. Zur Bestimmung von cosa; kann nur 
« = ~ r sin (i 71 — q>) gebraucht werden. Denn nicht nur « = r sin (^tt -f y) 
macht coso; positiv, sondern auch w = — rsiny, weil siny<i also r8iny<Cir 
oder <i» ist. 

II. Lehrsatz. Das gröfste Viereck unter allen, deren 
Winkelspitzen in den Peripherien vier concentrischer Kreise 
liegen, entsteht, wenn man durch den gemeinschaftlichen 
Mittelpunct zwei einander rechtwinklig schneidende gerade 
Linien zieht, von denen die eine aus dem gröfsten und klein- 
sten und die andere aus den übrigen Halbmessern besteht, 
und die dadurch bestimmten Puncto der Peripherien durch ge- 
rade Linien verbindet. 

Beweis. Die Halbmesser der vier concentrischen Kreise seien a, b^ 
Cy d und zwar a<Cb^ b<C.Cj c<id. Zieht man nun die Halbmesser in der 
Ordnung a, b, d, c, und bezeichnet die von a, b, von b^ d, von d, c, von 
c, a gebildeten Winkel durch x^ y, z, u, so ist das zwischen den von a^ b, 
dy c in den Peripherien bestimmten Puncten liegende Viereck 

= labs\nx + \bds\ny + ^cds\nz + ^acs\nw, 
welche Summe am gröfsten ist, wenn x = y = z = u = 9(y\ Dann ist das 
Viereck ^ ^ab-\- ^bd+}cd+^ac. Folgen aber die Halbmesser in der Ord- 
nung a, by Cj d oder a^ c^ b, d, so ist das gröfste Viereck 

= ^ab + \bc + ^cd-Y ^ad oder = iflc+ ^cb-\-^bd-^\da. 
Beide Summen sind kleiner als die erste , weil i c (6 — «X ^ rf (6 — a), 
d.i. \bc + \ad<i^bd-\- \ac^ und weil Ja (rf—feX ic(rf — 6), d.i. 
\ad-\'{bc<i\cd-\-\ab ist. Da nun die angegebenen drei Ordnungen der 
Halbmesser allein verschiedene Vierecke geben, und die erste auf das gröfste 
führt, so ist die im Lehrsatze aufgestellte Behauptung gerechtfertigt. 

IIL Aufgabe. Zu einer dreiseitigen und einer vierseitigen 
Pyramide sind die in der Spitze zusammenstofsenden Kanten und 
die Höhe, welche kleiner ist als die kleinste der Kanten, gegeben. 
Es soll die Grundfläche so bestimmt werden, dafs sie, mithin auch 
die Pyramide ein Maximum sei. 
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Auflösung. Stellt man sich die Kanten in der Spitze so um die 
Höhe herumbewegt vor, dafs sie in der Ebene der Grundfläche Kreise be- 
schreiben, so entstehen, wofern die Kanten ungleich sind, bei der dreiseitigen 
Pyramide drei und bei der vierseitigen vier concentrische Kreise, deren Halb- 
messer durch die gegebenen Kanten und die gegebene Höhe bestimmt sind. 
Hieraus folgt, dafs diese Aufgabe sich mittelst der vorhergehenden Sätze 
lösen läfst. 

IV. Aufgabe. Die Zahl der Permutationen aus n Ele- 
menten ohne Wiederholungen zu finden. 

Auflösung. Da aus den Permutationen n gegebener Elemente die 
Permutalionen von n+1 Elementen, dadurch gebildet werden können, dafs 
man das neue Element jeder Complexion beifügt und dann mit jedem der in 
ihr ursprünglich enthaltenen n Elemente versetzt, so ist die Zahl der Permu- 
lationen aus w+1 Elementen n-\-l mal gröfser, als die Zahl der Permuta- 
tionen aus n Elementen. Umgekehrt wird also die Zahl der Permulationen 
aus n Elementen n-\-l mal kleiner sein, als die Zahl der Permutationen aus 
n+i Elementen. 

Wenn daher n Elemente x Permutationen geben, so geben 

n—i Elemente — Permutationen, 

n — 2 Elemente — -. rr^ Permutationen, 

n . (w — 1) ^ 



n—[n — \) Elemente — 7 r^ -. 7 irrr Permutalionen, oder' 

^ ^ w.(«— -1). ,..[« — (n—2)J ^ 

CR 

1 Element — 7 ^r rr Permutationen. 

n.(«— 1) 2 

Ein Element giebt aber nur 1 Complexion, folglich ist —, rr — ^ = 1, 

mithin ar = 1 .2 . . . . (w — 1).w = der Zahl der Permutationen aus n Elementen 
ohne Wiederholungen. 

V. Aufgabe. Die Zahl der Variationen der rten Glasse 
ohne Wiederholungen, aus »Elementen zu finden. 

Auflösung. Aus der rten Glasse oder den rionen von n Elemen- 
ten kann man die r+lte Glasse oder die r+üonen herleiten, indem 
man jede Gomplexion der rionen mit jedem der n Elemente der Reihe 
nach verbindet, mit Ausschlufs derjenigen, welche schon in der Gomplexion 
vorkommen. In jeder Gomplexion der rionen kommen aber r Elemente 
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vor, daher kann sie nur mit n — r Elementen verbunden werden, um die 
Complexionen der folgenden Classe zu erhalten, und es mufs also die Zahl 
der (r+l)ionen aus n Elementen n— rmal so grofs^ als die Zahl der rionen, 

und die Zahl der letztern mal so grofs, als die Zahl der erstem sein. 

n^r ® ' 

Ist nun die Zahl der rionen aus n Elementen = x, 

ÜS 

soist dieZahlder(r-l)ionen - - - - = — ; -, 

^ ' n-{-r — i 



(fi-r + l).(fi-r + 2)^ 



die Zahl der [r—(r-2) - - - - - =_ __- __ 

- - - [r— (r-l)]ionen oder Unionen =t -p—? -^r — ^ — ^^-7 — rr 

Da nun die Zahl der Unionen aus n Elementen = n ist^ so ist 

X 

= n. 



(fi-r4- 1). (n-r + 2).... (fi- 2). (n-l) ' 

also a; = »•(»— I) (« — 2) • •• •(«— r + 2) • (»— r + 1). 

VI. Beweis der im Journal Band ö. S. 318. No. 8. und 9. 
aufgestellten und ähnlicher Lehrsätze. 

1- Es ist ^ = ^ (Tat III. Fig. 7.). 

Beweis. Zieht man durch Q die EF parallel mit BD^ aus dem 
Durchscbnittspunct G die GH parallel mit AF und die SV in I schneidende 
Verbindungslinie EH, so ist EH parallel mit AD; folglich ADRSocAEIQ, 

also ^ = 1^ = ^. Aber IQ : QS = HQ : AQ = GQ : FQ, mithin 
T^ QS.GQ , , ,. . RS RS.FQ RW „ . ^ RV RB , . 

RS.FQ.RB _ RW.RV , , M_^ . RS.RP RW.RV 

QS.GQ.FQ~ QW.QV GQ~QP'' *° QS.QP~QW.QV 

o c • . PQ'PR PW.PV „. o ^ 

Beweis. Zieht man EF parallel mit AD, aus G die GH parallel 
mit AB, und von F durch H die FI, welche parallel mit BD sein wird, 
so läfst sich der Beweis ähnlich wie bei 1 führen. 

Zusätze. 1. Es ist ^g» = nur ny sw SV ° Lehrsatz 1. und 2. 
(Producl.) 
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2. Es ist "p^= SWSVRWRV ^^^^ Lehrsatz 2. und 1. (Quotient.) 

3. Fallen die Puncte W und F in t? zusammen, und setzt man 
dann statt der grofsen Buchstaben S, R, Q^ P die kleinen «, r, p, q^ so ist 

a) HPiüL^m^ nach Lehrsatz 1. b) MiP!l = r_^ nach Lehrsatz 2. 

pr ^rr^pe ^^^^ Zusatz 1. rf) 21=^2^11 „ach Zusatz 2. 

"^ qs pv.sv rs sv,rv 

4. Fallen die Puncte R und Q zusammen in den Durchschnittspunct 
der Diagonalen und bezeichnet man diesen mit Q^ so ist 

PO^ PW PV 

SO' "^ SWSV ^^^^ Lehrsatz 2. 

5. Fallen nun auch die Puncte W und V in den Durchschnitts- 
punct der verlängerten Seiten DC und AE, und bezeichnet man denselben 

PQi pp PQ py 

mit V, so ist ^^ = ^p oder -^ = ^7. 

6. Zieht man (Fig. 9.) SV durch Q, EH mit ^Z), und IM mit ßC 
parallel und verlängert die BD, bis sie HE trifft, so wie die AC und ^J?^ 
bis sie IM schneiden, so ist 1) EP =^ HP; 2) FP ^ GP; 3) IS == MS; 
4) /fS = LS, folglich auch 5) EF = G^ und 6) IK = Jtt. 

Über die Zerlegung gebrochener Functionen in 

Partial-BrQche. 

Der zu zerlegende echte Bruch 

P a?" ~^ + 6 rc"""'« ••• + »» 



sei auf die Form 

gebracht, wo also 
Man setze 



p 

(x — ay^x — ßy-"-(x — ju)"""(a! — ip)' 



I "-^ — *— • • • • — *— — — ^— — ^ • • • • »4~ 



SO werden die unbestimmten ganzen Functionen A, B . . . . M . . . . R die 
Gröfse X resp. bis zur r— Iten, «— Iten, .... ti— Iten, .... ä— Iten Potenz 
enthalten. Um nun z. B. den Zähler M zu finden, verwandele man die 
Gleichung (1.) in folgende: 

o M - PC^-f^y Ajx-'^iy Bjx^fjiy RQt^f^y ^ 

"" Q (j^-^y i^-ßy "" {x^toy ' 
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hierin setze man x—fi = y also x = fi+y und bezeichne durch Pj, Q^^ 

Ai^ fii, ßi das, worin dadurch P, Q^ A, B^ . . . , R übergehen, so 

erhält man 

3 JH == ^iir A,y- B,r R^r 

<?, (A*-ö+yy (j^-ß+yy (M-t^+yy 

Entwickelt man nun die negativen Glieder durch die Division in Reihen 
nach Potenzen von y^ so werden sie sämmtlich mit einem y"* enthalten- 
den Gliede anfangen, also sämmtlich von einer höhern Ordnung als M sein^ 
welches x^ und folglich auch y nur bis zur tf— ^Iten Potenz enthält. Also 

kann M blofs in dem Gliede -^ enthalten, und mufs denjenigen Theilen 

desselben gleich sein, worin y bis zur ti — Iten Potenz vorkommt. Nun ist 

-j^- so viel als q -> »'so so viel als -^, wenn man in Q den Factor 

{x — fiY wegläfst. Man darf daher, um den Zähler M des Partialbruchs 

M P 
r;^ ZU finden, nur in dem Nenner des gegebenen Bruchs -f\ ^^^ Factor 

P 
{x — fiY weglassen, darauf in dem entstehenden Bruch -r^ ^, x — fi^y 

setzen und hierauf diesen Bruch durch die Division in eine Reihe nach Potenzen 
von y auflösen. Diejenigen Theile dieser Reihe, welche niedrigem Potenzen 
von y als die t^te enthalten, sind zusammengenommen M und man findet 

~r ^^^^ r — M *" ^ ausgedrückt, wenn man wieder x—fi statt y setzt. 

Auf gleiche Weise findet man die übrigen Partialbrüche. 

Beispiel. Es sei 

4a? + 3 _ A B 

^ 4a; + 3 

80 findet man . , qni ? wenn man in — -~-, a?+2 = y also a? = y— 2 setzt 
und dividirl. Dieses giebt ^JJ^7"i == Zi-l. ^ = ^+y + y^+y^ - - - * ^'so ist 

^ = 5 + « + »^ und — = — + -T + — oder 

^ ^ y y y y 

+ '^+ > 



(x + 2)* (a? + 2)» ' (x + ^y ' x + 2' 

4x4- 3 
Setzt man ferner in z— fW? x+\^y also a: = y— 1 und dividirt nach y, 

4if 4-4-3 l-|-4f/ 

80 findet man ^_^j^.^y = i+gy+sZ+y' =-l+7y-18y ....; also ist 

D 1 

B = —\ und — -j^ = -j-r. Folglich ist zusaoimengenomtnen 

— 29* 
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25. 

Memoire sur les fonctions discontinues. 

(Par Mr. G, Lihri de Florence.) 



Introduction. 



La question de la discontinuite des fonctions arbitraires, qui completent 
les integrales des equations aux differentielles partielles, agitee d'abord en- 
tre Daniel Bernoulli, Euler et d'Alembert, et discutee depuis par 
les plus grands geometreSi, parait avoir ete resolue par M. Pourier qui 
a montre le premier comment Ton pouvait determiner^ dans chaque cas 
particulier, les fonctions arbitraires de maniere a satisfaire aux conditions 
initiales du probleme, möme lorsque Celles -ci n'obeissent pas aux lois de 
continuite. Les formules que cet illustre geometre a trouvees sont propres 
a exprimer une fonction discontinue quelconque. dont les diverses parties, 
comprises entre des limites donnees de la variable, suivent une marche 
dissemblable, et sont representees par des expressions differentes. Dans 
ces formules, les valeurs que la fonction doit prendre dans chaque cas et 
les conditions de discontinuite, sont combinees implicitement: cependant il 
nous a paru, que Ton pouvait toujours concevoir une fonction discontinue, 
comme etant egale ä la somme d'un nombre donne de fonctions, chacune 
desquelles a une valeur continue entre deux limites connues, et qui s'eva- 
nouit hors de ces limites: des-lors tout se reduit ä trouver une fonction, 
qui donne une valeur constante entre deux limites donnees de la variable, 
et qui se reduise a zero pour toutes les autres valeurs de la möme varia- 
ble; car en multipliant cette fonction, qui exprime la condition de discon- 
tinuite, par la fonction connue qui donne les valeurs que la formule doit 
prendre entre deux limites assignees, on aura Texpression cherchee entre 
les memes limites, et on parviendra ä representer, par une somme d'ex- 
pressions semblables, la valeur de la fonction discontinue pour des valeurs 
quelconques de la variable. Cependant on voit, que par cette methode on 
obtiendrait pour les limites, des valeurs qui seraient egales a la somme de 
Celles que Ton aurait, en considerant ces limites comme appartenant suc- 
cessivement a chacune des fonctions qui viennent y aboutir. 
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En discutant les diverses valeurs que prennent quelques integrales 
definies lorsqu'on fait varier les constantes qu'elles renfermenl, nous som- 
mes aisement parvenus a trouver des formules, qai ont une valeur con- 
stante entre deux limites donnees et qui hors de ces limites s'evanouissent 
toujours. Ces formules cependant ne donnent pour les limites, que la 
moitie de la valeur constante qu'elles ont entre ces mdmes limites; de ma- 
niere que si la fonction discontinue qu'il s'agit de representer est un poiy- 
gone on obtiendra, pour Tordonnee de chaque sommet, la demi-somme 
des ordonnees qu'auraient dans ce point les deux cötes qui viennent s'y 
couper, et on trouvera dans ce cas seulement nne valeur exaete aux limi- 
tes. Mais on peut obtenir d'autres expressions donl la valeur soit toujours 
exaete aux limites, ou qui m^me xlevienne egale a une quantite quelcon- 
que; et nous montrons comment on peut les trouver. 

II resulte de la, que selon que pour exprimer les conditions de 
discontinuite , on aura fait usage d'une formule qui est exaete aux limites, 
ou d'une qui ne Test pas, on obtiendra, apres avoir multiplie par la fonc- 
tion qui doit donner les valeurs, une formule qui representera exacte- 
ment la valeur de la fonction discontinue möme aux limites, dans le pre- 
mier cas, et qui ne sera pas exaete dans le second. Cela nous a fait 
soupQonner que comme, dans les formules que Ton avait trouvees en trai- 
tant les differens cas de la discontinuite des fonctions, on avait toujours 
reuni implicitement la fonction qui donne la valeur en general, a celle qui 
exprime la condition de discontinuite, sans discuter la valeur de celle- ci 
aux limites, et sans separer en facteurs ces deux fonctions, il avait pu ar- 
river dans quelques cas que Ton eüt fait usage d'une formule de disconti- 
nuite qui ne füt pas exaete aux limites. En effet en cherchant a verifier 
notre supposition sur quelques exemples de fonctions discontinues, discu- 
tees par les geometres qui se sont occupes de la theorie de la chaleur, 
nous avons trouve, pour quelques-unes de ces formules^ la moitie de la 
valeur qu'elles devaient avoir aux limites: d'autres expressions, qui repre- 
sentaient deux portions de courbe qui se coupent aux limites, nous ont 
donne pour ces points des valeurs exactes, comme cela devait arriver 
d'apres notre analyse. Nous avons applique les memes considerations a 
quelques series que Ton savait representer des fonctions discontinues, et 
dans quelques cas nous avons trouve aux limites la moitie de la valeur 
cherchee; mais dans d'autres exemples, ayant rencontre des valeurs qui 
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n'etaient pas la demi-sotnme de Celles qu'avait la fonctioo tres-pres des 
limifes, nous avons reconnu par la, que sans avoir discute dans chaque 
formule la marche de la fonction qui exprime la condition de discontinuite, 
il est impossible d'assigner ä priori d'une maniere generale les valeurs des 
limites, et quMl faut toujours les verifier ä posteriori. 

Tout ce que nous venons de dire sur les valeurs que les fonctions 
discontinues prennent aux limites, tient speciaiement a Tanalyse pure; ces 
considerations seraient utiles dans les applications, si Ton pouvait supposer 
que les lois physiques restent les mdmes aux limites, lorsque les fonctions 
qui expriment les conditions initiales du probleme changent brusquement 
de nature; mais celte Hypothese est peu vraisemblable, et n^est pas conGr- 
mee par les observations. 

Toutes les formules que Ton avait trouvees jusqu'a present^ pour 
exprimer les fonctions discontinues, contenaient des series infinies ou des 
integrales definies, et Ton supposait qu'elles formaient une classe particu- 
liere de transcendantes: cependant en considerant les diverses valeurs des 
formules qui se presentent sous la forme %^ on peut parvenir ä represen- 
ter les fonctions discontinues en general, par des expressions qui ne con- 
tiennenl que des fonctions logarithmiques et circulaires. Nous donnons 
pour exemple une de ces formules, et en Tappliquant ä quelques cas par- 
ticuliers, nous en deduisons des consequences assez singulieres. Ces expres- 
sions peuvent servir dans la determination des valeurs des integrales deGnies, 
et sont d'un grand usage dans la theorie des fonctions entieres, comme nous 
esperons le montrer dans la suite de ces memoires. 



Analyse. 

ac 

On sait que Tintegrale deGnie A=^/ —sinqx a pour valeur ^, tant 

que X demeure positif et plus grand que zero; et c'est dans ce sens qu'il faut 
entendre Texpression des geometres, que la valeur de cette integrale est in- 
dependante de x; car lorsque a? = 0, on trouve -4 = 0; et en faisant x negatif 

on oblient ^ = — -^. II resulte de lä que Tintegrale definie 

00 OD QC 

B = / —siubqcosqx = ^ / —sm{b+x)q + ]^ / — sin(6— a?}^. 
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a pour valeur -^ lorsque a: a une valeur quelconque comprise entre a? = — 6, 

et x=^+b; que pour x = ±by on trouve B = -j-\ et que depuis x = b^ 

jusqo'a a: = oo, et depuis x^—b, jusqu'ä a?= — oo, on obtient B = 0. On 
voit par consequent que la formule 



C x= ^+y -^sinjjr. 



a pour valeur zero, depuis x = 0, jusqu'ä x = —oo\ que pour a: = 0, ell^ 



7E 



donne C = -^^ et que pour toutes les valeurs positives de a:, on a C = 7r. 
De meme la formule 

Z) = / — sinft^cosfa?— a— 6}^, 

* 

fournira /) = 0, depuis x = a, jusqu'ä x=—oc^ et depuis a: = a+26, jusqu'a 
x=oc; pour x = ay et pour a? = o + 26, on obtiendra D = -t-\ et Z) = ^, 

depuis x = a^ jusqu'a x = a+2b, Maintenant si Ton mulliplie Tintegrale D, 

2 
par la fonclion — y(a?), on aura Texpression 



71 

00 



qui aura pour valeur zero, depuis ar = a^ jusqu'ä a? = — oo, et depuis 
x = a+b, jusqu'ä x = oo: et qui depuis a? = o, jusqu'a a; = a+6, exprimera 
exactement la fonclion (p{x\ excepte pour les deux limites a: = o, x = a+by 

pour lesquelles on aura £ = ^^;^, £ =■ ^^ ,y" . En faisant les memes con- 

siderations sur la formule 

00 

- <lPi (a?)y -^ sin ^ cos (x - a - 6 - 1") ^, 
on trouvera des resultats semblables; et pourtant Texpression 

deviendra nulle depuis x =^ a^ jusqu'a a: = — oc, et depuis a? = o+6 + c 
jusqu a a; = oc; et donnera F=^-^, pour ar = o, et F=-^-^ — ^ — ^— ^ pour 

a? = a+6 + c,- et F= ^ "^^^^ % pour ar = a-f 6; et coincidera avec la 

fonction (p{x) depuis a? = a, jusqu'a x = a+b; et avec la fonction (pi{x)^ 
depuis x = a + by jusqu'ä x = a+b + c. 
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Si les deux fonctions (p[x)^ ^i(^)? sont telles, qu'elies puissent re- 
presenter deux portions de deux courbes qui se coupent lorsque x = a + b, 
on aura pour le point d'interseclion (p{a + b) = (pi{a4-b)\ et pourtant la 
formule F sera exacte möme pour la valeur x = a+b, puisqne dans ce 

cas F= ^^^"*" ;-ryiCfl-t- ) ^ y^^^^N^ l'qq ^qh p^r ]a que les formu- 

les precedentes peuvent servir a representer le contour d'un polygone dont 
les cötes sont des courbes quelconques: ce qu'on ne saurait faire si nos 
expressions donnaient pour les limites une valeur quelconque autre que 

^ "^^^ ^ puisque dans les polygones la loi de continuite venant 

a se rompre a chaque sommet, les formules que nous avons trouvees don- 
nent pour tous ces points la demi-somme des deux ordonnees que Ton obtient 
en les considerant comme appartenant tantöt ä Tun, tantöt a Tautre des deux 
cöies qui viennent s'y couper. 

Si Ton voulait exprimer une fonction discontinue de x^ qui donnät 
Tunile pour toules les valeurs de x comprises entre x=^a, tr = a + 6, sans 
exccpter ces limites, et qui füt constamment egale a zero pour toutes les autres 
valeurs reelles de x, on trouverait aisement la formule 

2 fdq . bq / b\ 

I X 00 

^ . ' 

^{2 fdq . bq ( 6\ V , 3.2 Pdq . hq ( b\ 

= ~^U/ -f'"» g <=«<*-«- 2>J +-7rJ -fsm^cos{x-a-j)q. 

On peut parvenir directement au möme resultat en observant que si 
Ton indique par y Tinlegrale deGnie 

2 rdq , bq / b\ 

le Probleme que nous venons de resoudre, se reduit a trouver une fonction 
de y teile que pour j^ = 1, et pour y = | eile donne cp(y) = 1, et pour y =0 
eile fournisse y(j^) = 0; puisque 1, ^ et 0, sont les trois valeurs de y; d'oü 
Ton deduit 

V^(y) = -2(y~l)(y^i) + l=-2yH3y. 
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On peut trouver une infinite de formules propres a verifier les con- 
ditions precedentes; roais on voit qu'eiles conduiront toutes a des expres- 
sions du second degre^ poisque il s'agit de trouver une equation qui ait 
deux racines. En general si Ton avait une fonction discontinue quelcon- 
que, qui eät seulement un nombre fini n de valeurs differentes dans une 
etendue finie ou infinie de la variable, il est clair que l'on ponrrait, dans 
le va&me intervalle^ la reduire a n'exprimer qu'une valeur constante donnee, 
ä Taide d'une equation du degre n qui aurait pour racines les diverses va- 
leurs de la fonction connue. On pourrait ro^me ä Taide de la theorie des 
equations, transformer une fonction discontinue, qui n'aurait qu'un nombre 
determine de valeurs, en une autre fonction discontinue de forme don- 
nee quelconque; ce qui du reste ne saurait offrir aucune difficulte dans 
Tapplication. 

Maintenant il resulte des considerations precedentes, que lorsque par 
les conditions d'un probleme on sera conduit a une formule qui contiendra 
des fonctions discontinues, cette formule sera exacte aux limites, ou non, 
Selon que Ton y sera parvenu ä Taide des expressions precedentes qui 
representent exactement la fonction mdme aux limites, ou de Celles qui ne 
donnent pour ces points, que la moitie des valeurs cherchees. 

Pour appliquer ces reflexions a quelque cas particulier, nous consi- 
dererons le mouvement lineaire de la cbaleur dans une barre infinie de 
ires-petite epaisseur, en supposant que les temperatures initiales des points 
de la barre silues enlre ir = — 1, a:=+l, aient pour valeur commune 1, 
et que tous les autres points depuis d?=— 1, jusqu'a x=— -», et depuis 
a; = l, jusqu'a x = oo, soienl a la temperature zero. Les geometres qui 
ont traite cette question, ont trouve qu'en indiquant par / le lems ecoule 
depuis le commencement de Tobservation, par v la temperature du point 
que Ton considere, et par x sa distance a Torigine des coordonnees, on 
avait Tequation 



"~ n J 



cosqxsxnq; 



9 

maintenant si Ton fait / = 0, dans cette formule, on devrait retrouver les 
temperatures initiales; roais par la discussion que nous avons faite prece- 
demment de Tintegrale definie 



2 / dq . 

— / -^sin^rcos^x. 
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on trouve qu'elle salisfait aux conditions initiales du probleme ponr toutes 
les valeurs de x, excepte pour a? = + 1 ; car pour ces valenrs eile donne 
r = |. Ainsi requation precedente n'exprime pas les conditions initiales, 
telles que nous les avions demandees; et correspond a un etat initial qui 
donnerait f? = 0, depuis a: = — 1, jusqu'ä a? = — oo, et depuis a; = l, jus- 
qu'ä X = oc; fournirait c = i pour x = ±i; etf? = 1, depuis a: = — 1 , 
jusqu'ä a: = 1. 

Pour representer Tetat des temperatures permanentes dans une barre 
echauffee par un foyer dont la temperaiure est 1, on a la formule 

OD 

_ 2 / dqeoQqx 
* - nJ nr?*"' 
qui exprime deux courbes logarilhmiques se coupant lorsque o; = 0, a une 
distance egale a Tunite au dessus de Taxe des abscisses: maintenant comme 
au point dMntersection on a e^^ = t ^ on sera dans le cas d'un polygone, et 
Tequation sera exacte mdme pour les limites de cbaque fonction; ce qui 
peut se verifier aiseroent, puisqu'en faisant x = 0^ on a 

2^ / dg _ 2.n _ . 
^ '^ nJ 1 + g» "" 71.2 " *• 

C'est peut-ötre par des considerations semblables, que Ton parviendrait a 
trouver ä priori pourquoi la serie 

(^ z Js\nx + \^ ^ jsm2x + \^ ö j sin 3a: + etc. 

(dont la somme est -^ tant que Ton donne a x une valeur quelconque com- 
prise entre et a^ et qui se reduit a zero pour une valeur quelconque de x 
comprise entre a et n)^ a pour valeur -j lorsqu'on fait x = a=^-^\ ce qui 
est aise a verifier. puisqu'elle se reduit alors a 

(^l~cosYJsm2-+Y(,i-cos- Jsin-^~+-g(^l--cos-^jsin-^ hetc. 

Tout ce que nous avons dit jusquMci nous parait demontrer la ne- 
cessite de discuter dans cbaque cas particulier la valeur des limites dans 
les fonctions discontinues, a moins que Ton ne connaisse par avance la na- 
ture de la formule d'ou Ton a deduit les expressions qu'il s'agit de verifier: 
car une formule qui expriroe une fonction discontinue quelconque est le 
produit de deux facteurs, dont Tun represente Tequation a laquelle cette 
formule doit satisfaire entre deux limites donnees, et Tautre exprime la con- 
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dition de la discontinuite : et on a vu que celle-ci peut ötre exacte ou non 
aux limites. Si ces deux facteurs etaient toujours en evidence, il serait 
aise dans tous les cas de verifier les valeurs des limites; mais dans les for- 
mnies auxquelles on parvient en resolvant les problemes qui comportent la 
discontinnite des fonctions, ces factenrs sont renfermes dans une expression 
commnne, et on ne saurait les separer. Par consequent il faut dans chaqae 
cas particulier discuter les valeurs des limites. 

Les formules que nous avons trouvees precedemment^ et qui mettent 
en evidence les facteurs dont nous venons de parier, sont ntiles dans quel- 
ques cas pour faire connaitre directement la marcbe de la fonction discon- 
tinue: on trouve par exemple 

^ " nJ 1 + g' 2 +V n /./ q ' 

et Ton voit que ces expressions serviraient de mdme a representer Tetat 
permanent d'une barre, dans laquelle il y aurait un nombre quelconque de 
foyers de temperature constante. 

On pourrait aussi, par des formules semblables, exprimer des fonc- 
tion discontinues a deux ou ä un plus grand nombre de variables: pourvu 
que Ton modifiät convenablement les conditions des limites. 

Qu'il nous seit permis de remarquer ici, que Ton fairait disparaitre 
quelques- unes des difficultes qui se rencontrent dans Temploi des formules 
de transformation, dont on se seil pour Tintegration des equations aux diffe- 
rentielles partielles, et dans Petendue qu'il faut attribuer aux fonctions arbi- 
traires discontinues, si Ton faisait usage de la formule 



TT 



r«m - ^ A y(ai+e'>c-o y(x + )c-"-c-^> > . 

^^'^ ~ 27tJ il+(x-Oe-"''(-»)'^ l+(a;-Oc-''C-')i'**'' 

que nous avons donnee dans les Memoires de TAcademie de Turin. 
Parceque la quantite x qui est indeterminee, et qui doit s'evanouir d'elle- 
möme, sert a detruire les erreurs que Ton pourrait commettre en attri- 
buant au developpement de (p{t) une forme qui ne lui conviendrait point. 
Du reste ces considerations, qui sont indispensables pour obtenir des re- 
sultats exacts, Interessent specialement Tanalyse des equations aux diffe- 
rentielles partielles qui expriment le mouvement de la chaleur, lorsqu^on 
suppose que les temperatures initiales ne sont pas assujetties aux lois de 
continuite: car en considerant la question sous le rapport physique, il pa- 
rait peu probable qu'aux limites de ces fonctions discontinues, la communi- 

30» 
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cation de la chaleur de molecule a molecule se fasse d'apres la difference 
des temperatures. 

Jusqu'a present on n'a represente les fonctions discontinues reelles^ 
que par des suites infinies ou par des integrales definies; et Ton ne con- 
nait aucune expression finie qui ne renferme que des quantites algebriques 
et des fonctions exponentielles ou circulaires^ mais qui puisse cependant re- 
presenter une fonction discontinue. Toutefois en observant qu^en general, 
lorsque une fonction cesse d'obeir a la loi de continuite, on peut toujours 
supposer qu'elle passe par % au point oü eile change brusquement de na- 
ture, on parvient ä trouver des formules qui ne contiennent que les trans- 
cendantes de Talgebre elemeutaire, et qui peuvent exprinier une fonction 
discontinue quelconque. Sans exposer les recherches qui nöus ont conduit 
a ce resultat, et qui exigeraient de trop longs developpemens, nous nous 
bornerons ä verifier ä posteriori une de ces expressions. d'oü Ton en pourra 
deduire une infinite d'autres. 

Les geometres qui se sont occupes de la determination des valeurs 
particulieres des coefficiens differentiels, ont reconnu depuis long-tems 
que la fonction a:**loga:^ qui lorsque x = prend la forme %^ se reduit a 
zero pour cette valeur de x lorsque n est une quantite positive, et qu'elle 
devient infinie lorsque n est negative: mointenant si Ton discute les diverses 
valeurs de Texpression 

lorsque y = 0^ ou ce qui revient au meine de Texpression 

on verra que lorsque x est une quantite positive quelconque plus grande 
que n, on aura (o: — «)logO = — ^c, et par consequenl 

mais comme on a, lorsque x = n, 

O.logO = 0, 



on Irouvera 



^(logU)e"-*°*^"_ g(logO)e"__. ^-oc _ Q. 



et enfin lorsque x est une quantite quelconque comprise entre n et TinGni 
negatif on aura X'-n = —p^ et par consequent 

(ic — ii)logO = — ;?(— oo) = oo; 

et partant 
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D'ou il resulte qoe la fonction 

g(log'')« 

est egale ä zero depois x = —oc^ jusqoes et inclusivement a x = n, et 
qoe depuis x = n^ jusqu'a x = oo, cette fonction a poor valeor Tunite. 
Ainsi le produit 

est nol pour tootes les valeurs de x comprises enlre x == a et ic = — ^o; 
et enlre x=^a + b et x^oc; et est egal a Tunile poor toutes les valeurs 
de x comprises eutre x = a et x = a+b; excepte ces dernieres limites 
pour lesquelles il se reduit a zero. On peut observer que Ton a 

Maintenant pour appliquer ces formules a un exemple nous chercherons, 
comroe nous Tavons deja fait, la formule qui exprime Tetat permanent des 
temperatures dans une barre tres-mince de longueur indefinie, qui a un 
foyer de chaleur place a Torigine des coordonnees et dont la temperaiure 
constante est egale a Tuniie; et nous aurons 

e = e'.(y^~'+C.cosJ(y^~' 
d^ou Ton deduit Tequation 



qui donne la relation 



' ^ y e'.O +e '.cos— (f 



2 /dq 
nJ 1 



\n 



y.df' '+c-'.cos^O" ' = e".0" '+e-".cosj0" '. 

On trouverait de la möme maniere Texpression d'un grand nonibre 
d'integrales definies dont on a cru jusqu'ici devoir former des classes dislinc- 
tes de transcendantes, et qui ne sont que des formules contenant des fonc- 
tions logarithmiques et circulaires, dans lesquelles on a donne des valeurs 
particulieres aux constantes qu'elles renferment. Nous roontrerons dans la 
suite de ces recherches rutilite de ces formules <, dans la determination des 
valeurs des integrales definies. et les applications nombreuses qu^on en 
peut faire ä la theorie des nombres, et en general a Tanalyse des fonctions 
entieres. 
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26. 

Beweise der ersten Sätze der Theorie der numerischen 

Facultäten. 

(Vom Herrn Th. Ciatuen zu Manchen.) 



I. Bezeichnet man das Product 2.2 — 1.2^2...., wenn es aus n Fac- 

toren besteht, durch n , so kann man jede ganze positive Potestät von z in 
eine Reihe von der Form: 

1. » — -^y +Ai J5-1 +A2 z — t +Ai J5 — 1 -I hA «—1 

verwandein. Setzt man soccessive js = 1, 2, 3, 4, 5, . . . . so erhält man 

(«) (») 
zur Bestimmung von A^ , A^ , etc. folgende Gleichungen: 

» («) 

n (n) (n) 

3"=^r+3.^rv2.i^r, 

4" = ^i"^+3.^!'V3.2^r+3.2.1^r, 



(iii-l)"=^"V('»-2)^5"V»»-2.m-3^r+>»--'.»»-3.i»-4^i'^+.-.+f»-2'""*^^I, 
m'' = Au +{m-i)Ai +m-1.m-2^2 +f»-l.i»-2.m-3-43 H [■m-2 A^2 



+m-l X-i- 

Multiplicirt man die letzte, die vorletzte u. s. w. dieser Gleichungen mit 1, 
/ -IN wi — l,fn — 2 m — l.m — 2,m — 3 • ,,, , j. n j . 

— (iw— 1), r— ö 'i ^ ^ o u. s. w., und addirt die Producte, 

so verschwinden in der Summe die Coefficienten von A^ ^ Ai ^ . . , . bis ^29 

da sie 

(1-1)— 1; m-lCl-l^-^ m-l.m-2(l-ir-^ etc. 

sind, und man erhält: 

-,m.i (•) m-1 , ^,«. fii-l.m-2, .^x. «1-1.111-2.111-3 



2. m-i-^:;^m"-^(m-ir+^^^x^ 

....±^^-2-±l-. 

Dividirt man die Formel (1.) mit j5" und setzt nach der Division j5==oo, so 
erhält man : 
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folglich 

2. Eben so erhält man die Coefficienten der Entwickelung 



4. (a+oj" = ß,f +ß; a-1' +F->«-l' +B; z-t' +••••+«. *-l' , 
indem man saccessive 2 = 1, 2, 3, 4, . ... setzt, wodarcb sieb die Gleicbungen: 

(3+«)- = ß„ +2.ß; +2.1ß, , 

(4+ «)• = ßi'V 3 . ß!"V 3 . 2^5''+ 3.2.1 Bt\ 



(f»-l+«)" = fi,, +«»-2.ß, +f»-2.f»-3ß, +••• +f»-2 ßl.„ 

(m+tt)' = B„ +m-i.Bi +m-l.f»-2ß, + •• +«»-1 -ßL+m-l ß«.,, 
und woraus sieb auf dieselbe Weise wie oben ergiebt 

5. ß«.if»-l = («+«») j— (a + m-l)"^ j-g (^a+m—2)' 

r:2T3 — («+m-3)-....±(a+ir. 

6. «" = (a+»+l)---^(« + l)-+-'l:^(^^ 

3. Wenn n eine ganze positive Zahl ist, so hat man, wie leicht za 
zeigen ist: 

7. Ä+1 — J5 = n z , 
also auch 

subtrahirt man von dieser die Gleichung (7.) und berücksichtigt sie im zweiten 
Gliede, so findet man: 

8. Ä+2 -"2ä+1 + Ä =n.«— 1j5 , 
also auch 

H^'"- 2 Ä+2'"+ «+!'"= fi.fi-1 Ä+T'""', 
und wenn man wieder von dieser die Gleichung (8.) subtrahirt und die 
Gleichung (7.) berücksichtigt: 

9. Ä+3 -3ä+2 +3ä+1 -ä = « ä . 
Hieraus läfst sich vermuthen, dafs allgemein sei: 

»« m — ; T'" . m.m-1 — ; ^r»« m.m-l.m-2 — : ?:»»• —,■»—,»-«» 



10. Ä+m — rpÄ + fw-1 H — =— n-Ä + fw-2 , ,, ^ — Ä+m-3 •••• = « z 

wenn diese Gleichung Statt findet, so ist auch: 
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m — r~'". m.m-1 . T'" fn,m-l.m'2 ^'" •"• — rr»»— ' 



z-j-m + l — T^a+m H — = — p— js + ih-I = — ^— ^ — z-Ym-c •••• = n j5+1 

und wenn man die Gleichung (10.) davon subtrahirt, und (7.) berücksichtigt, 

so ergiebt sich: 

~- ---,•• m + l . — ." , m + l.m — -— -j»" — .mfi -»«-m-i 

Ä + m + l ^:--Ä+fw H — r~ -Ä + m— 1 =11 a 

Die Gleichung (10.) gilt also auch fär m+1^ wenn sie für m gilt, folglich 
ganz allgemein, da sie für m = 2, 3 richtig ist. 
Setzt man m = n^ so folgt : 

2 — 3 

n— ^-." n ^''» n — — ,y^ . ~" 



11. a+n — ~a+fi— 1' -{-^:^z-\-n—i — --ya+fi— 3' H = n 

. ^ 2' 3' 

4. Die Coefficienten des Binomiums 

12. y+a =y +^1 a y -f^ a y +^3 « 9 

findet man auf dieselbe Art; setzt man nemlich a = 0, 1, 2^ 3, 4 etc , so wird 

y =y 1 

- ..» -.» . .(")—."-' 

— ,n ■ ,» ^ (*•) - ,«-1 (») ,M-2 

j,+2 =»'+2.^; y +2.1^, j,' , 

y+3 =y +3.^ jr +3.2^, y +3.2.1^, j^ 

y+m =y +mA y +fn A2 y +m A^ y -\ \-m A^ y 

Multiplicirt man nun die letzte, die vorletzte u. s. w. dieser Gleichungen mit 

. m.m — 1 m. 791 — 1.191 — 2 ... . , 

1, —m, — r-^ , ^ ,. o n. s. w., so ergiebt sich: 

m A^ y = y-fm - y^+m-l H — p^g— »+«»~2 

und wenn man für das zweite Glied den Werth aus (10.) substitnirt 

12. m A^ — n ^ 
welches die Gleichung für die Binomial- Coefficienten ist*). 
Mönchen, den 20. Februar 1831. 

*) Herr Th. Clausen bemerkt in einem Briefe an den Herausgeber dieses Jour- 
nals, dais, wie er zufällig erst nach Absendung des Aufsatzes No. 14. im vorigen Heft^ 
in den Zusätzen zu Lacroix Differential- und Integral -Rechnung gesehen, der im 
vorigen Heft S. 114. mitgetheilte Beweis des Wilsonschen Theorems schon von 
Laplace gegeben worden ist. Anm. d. Herausg. 
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27. 

Memoire sur r^quilibre intörieur des corps solides 

homogenes. 

(Par MM. Lami et Clapeyron, Colonels du Gänie au Service du Bussie.) 

(Suite du memoire No. 19. du cahier precedent.) 



26. 

Designons paro^i, t/i, Zi les projections de la pression P} sur les trois axes 
des Xy y, z^ les equations du paragraphe 24. donneront: 

9. x^ ^^miNi + mjT^ + miT^^ Jfi = WiTj+m^iV, + mjri, 

Äi = fWiTa + m^Ti + mjAra, 
et par suite: 

11/. ^fii2 - iV,JV,JV, + 2TjT,7;-iV,TJ-iV//'J-iV,7'J ' 

/^ " ^,Jv,iv,-f 27\T,7,-iv,r;-iv,T;-iv,r;) 

Si Ton met pour simplifier ces dernieres eqaations sous la forme: 
11. 1»! = ViXi + r^yi+r^!&i, nh = r^Xi + r^yi + r^Zi^ 

reqoation mi + iii5-fm]= 1 exigera que Ton ait: 

12. (i^ia?i + i^3»i + ^2«i)' + ('r3a?i + »'2yi + riÄi)H(T,a?i+Tiyi + y3Äi)' = 1, 

ou en developpant: 

{ylW2W,)x, + {rlW2+rl)y^+{rl+Tl+vl)i,+ 
2(yiT3+y2T3+TiT2)a?iyi + 2(T2T3+i/2ri + V3ri)yiÄi + 2(>'iT2 + T3Ti+y3r2)Äiyi = 1. 

Supposons trois axes, menes par le point M que Ton considere, 
paralellement aux axes cbordonnees des x, y, z, et soit prise sur P\ une 
ligne qui la represente; Xi, y^, z^ seront les coordonnees de Textremite de 
cette ligne, relativemeot a Torigine M, et requation (12.) indiquera que 
cette extremite est situee sur un ellipsolde ayant soo centre en My dont la 
ligne P\ sera consequemment un demi-diamdtre. 

Donc: Si sur les directions des pressions ou tractions 
exercees sur tous les elemens plans, passant par le point My 

Crelle*8 Joarnal d. M. VII. Bd. 3. Hft. 31 
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on imagine des lignes prises a partir de ce point et respecti- 
vetnent proportionnelles ä ces pressions^ leurs secondes ex- 
tremites seront situees sur un ellipsoide ayant M pour centre. 

27. 

II suit de cette Interpretation geometrique que les demi-axes de 
rellipsoide (12.) donneront, en grandeur et en direction, les pressions ou 
tractions maxima et minima exercees autour du point M; donc si les axes 
des Xy f/y z etaient precisement paralleles a ces axes principaux, les termes 
en Xij^i, j(iJ5i^ «lO^i devraient disparaitre dans Tequation (12.)«. ce qui exi- 
geroit que Ton eut entre iVj, iV,, iVj, Ti, Tj, T^ les trois relations: 

13. 1^1X3+ ^2 ^3 + ^1^2 = 0, T3T2 4-1^2^1 + ^3^1 = 0, yiTj + TjTi + VaT^ = 0. 

Dans ce cas Tequation (12.) seroit de la forme: 

et Ton auroit: 

15. {Av,f+{Ar,f + {AT,f^i, {Br,Y+(Bv,y+{BT,y='l, 

Soient Ai, ki^ li\ A^, Ar,, //, h^^ k^^ k l^s cosinus des angles, que les 
normales aux elemens plans, sur lesquels les pressions Ay B^ C sont 
exercees^ fönt avec les directions de ces pressions, les equations (10.) 
donneront: 

16. Ä, =^^1, Äi = -4t3, l^ = At^^ hi^Br^^ k^^Bvi^ /, = Bti, 

A3 = Ctj, k^ = Otj, l^ = Ci'3. 

Ces expressions transforment ainsi les equations (13.): 

17. Ai&i + A,&2+Ä3*3 = 0, *i/i + *2^ + *34 = 0, /iAi+(jA2+f,A3 = 0. 
On conclüt de la que les elemens plans sur lesquels s'exercent les pressions 
Ay By C, sont perpendiculaires entr'eux. 

Si donc ces trois elemens etoient paralleles aux plans primitifs des 
zy, xZy yxy les angles [A, 5], [A, C], [ß, C] elant droits, les compo- 
santes iVi, iV,, iV3, Tj, T,, T3, d'apres les equations (6.) devraient satis- 
faire aux relations: 
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.g N, TT, NT, T, __ iV, TT, TT, JV, _ 

T T N T T N 

B C'^ B C'^ B C " ^ 
or on sait que ces equations conduisent par des transformations convenables 
aux equatioqs: 

"•• (^)'+©'+a)'='- (^)+(f)'+(^)'= ., 

et il est aise de voir que les relations (18.) et (19.) ne peuvent dtre satis- 
faites en möme tems, a moins que T^, T,, T3, ne soient ouls; d'oü il suit 
que les pressions ou tractions principales sont perpendiculaires aux elemens 
plans, sur lesquels elles exercent leur action. 

28. 

Ainsi: Un corps solide priniitivement homogene^ quelles 
que soient d'ailleurs les forces etrangeres qui lui sont appli- 
quees^ jouit de cette propriete^ qu^«, pour chacun de ses points, 
il existe trois elemens plans principaux, passant par ce point 
et respectivement perpendiculaires entr'eux, qui eprouvent 
de la part des molecules voisines des tractions ou pressions 
normales. De plus si on imagine un ellipsolde ayaut pour 
demi-axes les trois pressions normales principales, un quel- 
conque de ses demi-diametres est la pression oblique exercee 
sur un element plan passant par le point M^ et tellement place, 
que sa normale fait avec les axes de rellipsoide, des angles 
dont les cosinus sont egaux aux projections du demi-diametre 
sur les mdmes axes, respectivement divisees par ces axes 
eux-mdmes. 

29. 

Examinons encore le cas^, oü les pressions principales A, B, C au 
point My sont paralleles aux axes des x, y, z; alors les equations (6.) 
donnent A = ±iVi, B = ±N,, C = ± iVj, T^ = 0, T^ = 0, T^ = 0. Les 
Forces iVi, iVj, iVj etant positives lorsque les demi-axes A, B, C corre- 
spondront a des tractions, negatives lorsque ces demi-axes representeront 
des pressions; pour simplifier, nous representerons les Forces iVi, iVj, iV3 
par les axes A^ B, C eux-mömes, auxquels elles sont egales en valeur 

31» 
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absolue, c'est a-dire que nous supposerons que les quantites A^ B^ C ont 
elles mdmes des signes^ et sont positives ou negatives suivant qu'elles re- 
presentent des tractions ou des pressions. 

D'apres ces Conventions <, dans Tellipsoide (14.) 9 un demi-diametre 
quelconque Di, dont Texlremite a pour coordonnees a?i, yi, «i, represente 
la pression oblique exercee sur un plan, dont la normale fait avec les axes 
des angles ayant pour cosinus: 

20. m, = ^, Hl = ^, p, = ^; 

c'est ce qui resulte du theoreme demontre par les equalions (7.), ou imme- 
diatement des equations (10.). 

Generalement dans les equations (20.) A, B, C, x^^ t/i^ j5i, pouvani 
ötre positifs ou negatifs, les cosinus fi»i, fh^ pi seront positifs ou negatifs, 
et indiqueront dans tous les cas la direction de la normale au plan sur 
lequel s'exerce la force Di; si cette direction fait avec le demi-diametre 
un angle plus grand qu'un droit, egal a un droits ou plus petit qu'un droit. 
Dl representera une pression, une force tangentielle ou une traction. 

30. 
Soient Di, D2, D3 trois pressions obliques exercees au point M, 
sur trois elemens plans quelconques, perpendiculaires entrVux^ et a?i, t/i^ 
^1; ^2) Vi'i ^2; ^3^ Vs-i ^3 l^s projections de ces pressions sur les trois 
axes principaux. on aura les six equations: 

(1)'+ (f )'+(*)'= «^ 

^» "^ B» "^ C* ■" ' il> "^ JB' "^ C " ' 

^> -t- jß> -t- ^ - V. 

Ces six equations donnent les relations süffisantes et necessaires, qui doivent 
exister entre les coordonnees de trois points de Tellipsolde (14.) pour que 
les demi-diametres qui aboutissent a ces points, representent les pressions 
exercees sur trois plans perpendiculaires entr'eux. 

D'un autre cote proposons nous de rapporter Tellipsoide (14.) a des 
diametres conjugues; soient iiii, iii, p^] m,, n^, p^; iit), 113, p^ les co- 
sinus des angles de direction de ces nouveaux axes, on devra se servir 



23. 
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des formules de transformation suivantes: 

ar = mia?'+m,y' + iW3V, y = n^x -V rhy + n^z\ si ^^PiX+p^y+p^z'^ 
substituer ces valeurs dans requation (14.) et egaler a zero les termes conte- 
nant les rectangles xy\ y'z, zx; ce qui conduira aux equations de condition: 

99 m,iw, , fi,fi^ p,p^ __ r. m,m^ i ^8»i t PtPi _ n 

,4> "^ £f» "^ C "" ' 
or soienl ^', ß', C les demi-diamelres conjugues; Xi, Y^^ Z^\ X^^ F?, 
Z,; X3, Y^^ Z3 leurs projections sur les axes de rellipsoide, on aura 
evidemment: 

Xi = Änii^ Y^=^Anx. Z^ = Äpi; -Xj^Ä'nii, Y^=B'ni^ Z2 = -B'pi; 

-X3 = C'i»i, y3 = Cnj, Z3 = C'pi. 
Ces relations^ i'equation (14.j et les equations (22.) donneront enfin: 

^2 -r ^j -t- ^, - V, ^» "^ Ä» "^ C' "■ ' 

Ces six equations donnent les relations süffisantes et necessaires, qui doi- 
vent exister entre les coordonnees de trois points de Tellipsolde (14.) pour 
que les trois demi-diametres qui y aboutissent. soient conjugues entr'eux. 

L'identite des equations (21.) et (23.) demontre que les pressions 
obliques exercees au point M sur trois elemens plans quelcon- 
ques perpendiculaires entr'eux, representent en grandeur et en 
direction, trois demi-diametres conjugues de Tellipsolde, ayant 
pour demi-diametres toutes les pressions exercees autour 
du point M. 

31. 

Les equations (20.) donnent evidemment: 

^* A ^ B '^ C " ^' 

pour Tequation du plan sur lequel s'exerce une pression oblique Di^ re- 

presentee en grandeur et en direction, par le demi-diametre de Tellipsoide 

(14.) dont Textremite a pour coordonnees a?i, yi^ Hi, 
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Or imaginons une surface du second degre qui auroit pour equation: 

le plan (24.) sera evidemment parallele au plan tangent ä cette surface, 
au point dMntersection de cetle surface avec le diaroetre D^^ prolonge sMl 
est necessaire. 

Si les pressions principales A^ B, C sont toutes les trois positives, 
ou toutes les trois negatives, c'est-a-dire, si elles correspondent toutes 
les trois a des traclions, ou toutes les trois ä des pressions exercees au 
point M sur les trois faces principales, requation (25.) representera un second 
ellipsoide concentrique au premier (14.)^ ayant ses axes situes sur les mömes 
droites et proporlionnels en grandeur aux racines quarres des axes correspon- 
dans du premier ellipsoide. 

Si les pressions principales n^ont pas toutes le möme signe, Te- 
quation (25.) representera deux hyperboloides^ Tun a une nappe, et le 
second a deux nappes, qui auront le mdme cöne assymptotique, et les 
memes axes. Dans ce cas le cöne assymptotique de ces deux hyperbololdes 
conjugues, qui a pour equation: 

viendra rencontrer fellipsoide (14.) suivant une courbe a double cour- 
bure; les demi-diametres de cet ellipsoide aboutissant aux differens points 
de cette courbe et consideres comnie des pressions seront dans les plans 
mömes, sur lesquels elles exercent leur action, lesquels seront tangens au 
cöne assymptotique; ainsi pour chacun de ces plans, les actions des mole- 
cules voisines de M, et situees d'un möme cöte de ce plan, auront une 
resultante tangentielle au plan, et qui ne tendront qu'a faire giisser sur 
lui les molecules de sa surface. Tous les demi-diametres de Tellipsolde 
(14.), Interieurs au cöne (V6.) representant des tractions ou des pressions, 
ceux exterieurs a ce cöne representeront au contraire des pressions ou 
des tractions; le passage de Tun a fautre de ces etats se faisant au moyen 
des demi-diametres situes sur la surface du cöne qui representent des 
forces tangentielles. 

32. 

On voit par ce qui precede que les proprietes dont jouissent les 
pressions exercees nutour d'un möme point d'un corps solide, depeudent 



27. Lami et Clapeyron, mim. sur Nquilibre int, des corps sol, homog. 243 

et se deduisent tres simplement des directions et des intensites des pres- 
sioDS principales exercees au möme point. D'apres cela il est necessaire 
de determiner ces pressions principales^ lorsqu'on connait les pressions 
obliques qui s'exercent sur trois elemens plans quelconques perpendicu- 
laires entr'eux. 

Soient toujours conriine precedemment iVi, iV^, iV,, Ti, T,, T^ 
les Forces normales et tangentielles connues, relativement ä trois elemens 
plans ^ paralleles aux plans coordonnes auxquels le corps solide est rap- 
porte; soient toujours A, B, C les pressions principales. les equations (3.) 
donnent: 

[N,=-m]A + miB + miC, N2^ nlA-]-n]B+nlC, N,^ plA+p]B^plC; 
27. ( Ti =/>iiii^ + j5;jfi>B+/?3n3C, Ti^mip^A + mip^B + m^piC, 

[ T3 = nimiA + nnmiB+n^m^C; 

et Ton aura en outre: 

fi»,m2-f njWi+jPiPi = 0, mom3 + ii2»3 + /^2/^3= 0^ «»3Wi + »3«i+JP3/^i = 0. 

Toules ces equations determineront les valeurs des pressions prin- 
cipales Ay By C, et les cosinus de leurs angles de direction 

^M ^\'i Pi; ^-J "fhi P2\ ffh-i '»3'> Pi- 

L'elimination de ces neuf dernieres quautites conduit a trois equations 
entre A, B, C, que Ton peut mettre sous la forme: 

[A + B+C==N, + N,+N,, 
28. lAB+AC+BC^^N.N. + N.N. + N.N.-Ti-r.^Tl 

Ces equations (28.) demontrent que les quanti(es 

\G =^ N, + N, + N,, 
29. iH = N.N. + N.N.-j-N.N.'-r.-r.-r,. 

conservent, pour chaque point du corps les mömes valeurs lorsqu'on passe 
d'un Systeme de trois elemens perpendiculaires entr'eux a un autre. 

Elles donnent immediatement la somme algebrique G des trois pres- 
sions principales, la somme H de leurs produits 2 a 2, et leur produit to- 
tal K. On a donc tout ce qu'il faut pour composer Tequation du troisieme 
degre qui auroit pour racines ces trois pressions. Elle sera de la forme: 

30. e-G^' + m--K = 0. 
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Lorsque les fonctions u, v, w seront determinees d'apres les circon- 
stances connues du corps propose les equations des paragraphes 12. et 13. 
donneront les Forces normales et tangenlielles iVi, iVi, iVj, Tj, Tj, T^ 
pour tout point particulier M; les equations (29.) feront ensuite connaitre 
les valeurs numeriques des coefficiens (—G, +Hy — Ä') de Tequation (30.); 
enfin les racines de cette equation donneront A, B, C, en grandeur et en 
signe. On connattra ainsi Tintensite et la nature de chacune d^elle; il re- 
stera a determiner les plans sur lesquels elles s'exercent; on y parviendra aa 
moyen des considerations suivantes. 

33. 

Considerons une des pressions principales, A par exemple; comoie 
eile agit perpendiculairement au plan qul lui correspond, les equations du 
§. 24. donneront: 

31 {m,[N^''A)+nhT,+m,T,=0, m^T, + m,{N2'-A)+m,T, = 0, 
I i»iT,+f»2ri+iii3(iV3-^) = 0, 

d'oü Ton conclüt: 

32. m,{AT,+ T2T,-N,T,) = mAAT^+T.T.-N.T^) 

= m,{AT, + T,T,-^N,T,). 
On deduit aisement des equations (32.) que fequation du plan perpendiculaire 
a la direction de Ay au point M, est: 

X, y, z etant les coordonnees du point M, et Xy y\ z les coordonnees 
courantes. On aurait les equations des plans sur lesquels s'exercent les pres- 
sions B et Cy et substituant successivement dans Tequation precedente B et C 
a la place de A, 

34. 

II convient de considerer le cas ou Tune des pressions principales, 
A par exemple, seroit egale ä zero. Ce cas se presentera toutes les Fois 
que la quantite K, dernier terme de Tequation (30.) seroit nulle, c'est-ä-dire 
toutes les fois que fequation de condition: 

34. T\N,^TlN,^nN, = 2T,T,T, + N,N,N,, 
sera satisfaite par les composantes des pressions exercees au point if, sur 
trois elemens plans paralleles aux trois plans coordonnes. 

L'equation (34.) exprime que le denominateur commun des equa-* 
tions (10.) est egal a zero; or ces equations donnent les valeurs des cosi- 



27. Lam6 et Clapeyron, mim. sur riquilibre int, des corps soL homog. 245 

nus des angles, que doit faire, avec les trois axes coordonnes, la normale 
a l^element plan sur lequel une pression P^^ ayant pour composantes Xi^ 
ffx^ Zi exerce son action; ces cosinus seraient donc infinis, si les numerateurs 
des expressions (10.) n'etoient pas nuls en möme tems. Ainsi les composantes, 
^19 Vi-i ^1 d'une quelconque des pressions exercees autour du point M, doivent 
satisfaire, dans les cas que nous considerons, aux trois equations: 

\x,[r,^N,'N,)+y,{N,T,^T,T,) + z,{N,T,^T,T,) = 0, 
35. \x,{N,T,^T,T^) + y,{n^N,N,)^z,[N,T,-^T,T,) = 0, 
{x,{N,T,-^T,T,) + y,{NxT,^T,T,)+z,{r,^N,N,) = 0. 
Or il se trouve que ces equations sont identiques entr'elles en vertu de 
Tequation (34.), qui exprime seule que les rapports de leurs coefficiens 
respectifs sont les mömes. 

D'apres cela, si Ton imagine par le point M pris pour origine, trois 
axes coordonnes paralleles aux anciens, Xi^ yx^ JSi seront les coordonnees 
de Textremite de la droite, representant en grandeur et en direction la 
pression Pi, et les equations (35.) indiqueront que cette droite, quel que 
soit le plan sur lequel s'exerce la pression Pi, est situee dans un plan 
determine, represente par Taxe quelconque de ces equations. 

35. 

Ainsi: lorsqu'en un point M d'un corps solide une des 
pressions principales est nulle, c'est-a-dire lorsque Tequation (34.) 
est satisfaite, les directions de toutes les pressions exercees 
autour de ce point, sont situees sur un möme plan. 

La Position de ce plan etant determinee par les equations (35.)) 
imaginons que ce plan soit parallele au plan des xy; alors les composan- 
tes de toutes les pressions suivant Taxe des z seront nuUes, et Ton devra 
supposer dans les formules precedentes Zi, Zj, Z3 ou T,, T^, iV}, egales 
a zero; alors les formules (6.) deviennent: 

oß )Px = »/(iv?+r3), p, = ^(iv^+T^j, P3 = o, 

' • mN,+Nx) = AP.cos[A, P,], 
d'ou 

(iV,iV,-T,^)^=PJP,^sin^[P„ PJ. 

En outre si Ton designe par x^^ j(i, les composantes d'une pression 
quelconque PI, et par mi, mj, nh les cosinus des angles que fait avec 
les axes la normale a Telement plan sur lequel cette pression s'exerce, on 
aura d'apres les equations (9.) 
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et par suite: 

37. m, == --^j-jj-—^, nh= JV,JV,^r "^ fn^ = ±\^-nh-fni). 

La troisieme de ces equations demontre que cbaque pression P\ exerce 
son action sor deax plans differeos, ayant la möme trace et la mdme in- 
clinaison sur le plan des pressions, en sorte que leurs normales ont la 
möme projection sur ce plan, et sont symetriquement placees par rapport 
a lui; en vertu de cette symetrie il suffit de considerer les normales situees 
au dessus du plan des pressions. 

36. 
Les equations (37.) donnent: 

38. {N,x,^T,y,f-\- {N,y,^T,x,f = (iV.iV,- 71)^(1 -n^). 
Cette equation demontre que les pressions correspondantes a tontes les 
normales formant une surface conique droite autour de Taxe des s, sont 
les demi-diametres d'une möme ellipse situee dans le plan des pressions, 
et ayant le point M pour centre. Cette ellipse toujours semblable a eile 
mdme, et toujours seroblablement placee, augmente au centre du cöne avec 
Tangle au centre du cöne de normales que Ton considere; eile obtient sa 
plus grande etendue lorsque cet angle devient droit, et que le cöne de nor- 
males se confond avec le plan des pressions; son equation est alors: 

ou bien en vertu des equations (36.): 

39. Plxl + F,yl--2P,P,x,y,cos{P,,P,) = FJPJsin'(F,,P,). 
Tons les demi-diametres de cette ellipse representent les pressions exercees 
sur des elemens plans perpendiculaires au plan des pressions. 

37. 
Les ellipses (38.), (39.) ont toutes leurs axes sur les deux mömes 
droites; si les axes des x et des y 6io\en\, paralleles a ces axes eux mömes, 
cos {Pi^ P2) devrait etre nul dans Tequation (39.), qui seroit necessairement 
de la forme: 

40. Plxl+F.yl = P]Pl, ou (f-y+ (■^y= 1; 

les deux demi-diametres P^, P, representeraient alors les deux pressions 
principales exercees sur les deux elemens jplans principaux perpendiculaires 
entr^eux et au plan des pressions. 



27. Lam6 et Clapeyron, m^. sur F^quilibre int. des corps soL hamog. 247 

Poar coordonner ces cas avec le cas general, representons ces pres- 
sions principales par A et B, requation (40.) deviendra 

«. (^)V(A)'= 1; 

toutes les ellipses (38.) seront representees par la formale: 

«• (^)+(fy=i-«^; 

une pression P\ quelconque, demi-diametre d'ane des ces ellipses, agira snr 
un plan dont la normale fera avec les axes des angles dont les cosinus seront : 

43. i»i = ^? «12 = -^9 ffh = }^(l"-*»i— ^), 
cet element plan lui-meme aura pour eqoation: 

44. f^+M+/(,_(i)'+(iy).,=«, 

sa trace sur le plan des pressions sera evidemment parallele a la tangente 
a la courbe representee par requation: 

45. ^ + ^ = ±Ä, 

au point ou cette courbe est rencontrde par le demi - diametre Pj; cette 
propriete permettra d'assigner geometriquement la position de Telement 
plan demande. 

Lorsque les pressions principales A el B sont de möme signe, la 
courbe (45.) est une ellipse, concentrique aux ellipses (42.), ayant ses axes 
sur les mdmes droites, et proportionnelles aux racines carrees des pressions 
principales correspondantes. Lorsque A ei B sont de signes contraires, 
requation (45.) represente deux hyperboles, ayant pour asymptotes com- 
munes les droites comprises dans Tequation 



X 



+ ^ = 0. 



A ' B 

Lorsque le plan des pressions n'est pas parallele ä Tun des plans 
coordonnes, une des equations (35.) indique sa position; requation (30.) 
donne toujours les deux pressions principales A, B, et requation (33.) les 
plans sur lesquels elles agissent. 

38. 
Considerons encore le cas oü Tequation (30.) auroit deux racines 
egales ä zero; c'est-ä-dire ou, independamment de requation (34.), on auroit 
encore JJ = 0, ou : 

46. N,N, + N,N, + NM = Tl+n + n. 

32* 
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Pour reconnaitre Ics liaisons qui existent alors entre les pressions 
exercees autour du point M^ remarquons que les eqaations (35. ), conse- 
quences necessaires de requation (34.), representeront toujours un plan sar 
lequel toutes les pressions devront ötre dirigees, qu'on pourra toujours conse- 
quemment prendre ce plan pour plan des xy, et reprendre la discussion du 
cas precedent aux equations (35.). Dans cette nouvelle position des coordonnees 
on doit avoir iVj = 0, Tz^O, T3=0, et requation (46.) sera reduite ä 

47. N,N, = Tl 

Cette nouvelle equation de condition exprime que le denominateur 
des expressions mi, nh (37.) est egal a zero; ces cosinus seroient donc 
infinis, si les numerateurs correspondans n'etoient nuls en m^me tems. II 
resulte de la que dans le cas dont il s'agit ici, les composantes Xi^ t/i d'une 
pression P\ quelconque, prise dans le plan des pressions, doivent satisfaire 
aux deux nouvelles equations: 

4». N,x,-T,y, = 0, T,x^-N,y, = 0; 
mais ces equations sont identiques en vertu de Tequation (47.), et elles 
representent une ligne droite totalement determinee. 

39. 

II resulte dela que lorsque Tequation (30.) a deux racines egales 
a zero, c'est-a-dire lorsque les equations (34.) et (46.) sont satisfaites, ou 
enfin: lorsque deux pressions principales sont nulles, toutes les 
pressions exercees sur tous les elemens plans passant par le 
point M sont diriges suivant la mdme ligne droite. 

La plus grande des pressions dirigees suivant cette ligne droite sera 
la pression principale unique A, donnee par Tequation ^30.) , et sera exercee 
sur le plan qui lui sera perpendiculaire, et qui sera donne par Tequation (33.); 
en Sorte que la position de cette ligne sera determinee. 

En vertu du theoreme deduit des equations (7.), on obtiendra la 
pression exercee sur un element plan quelconque, en projetant sur sa nor- 
male la pression principale ^4^ et portant ensuite la projection obtenue sor 
Taxe principal; d'ou il suit que tous les elemens plans egalement inclines 
a cet axe, eprouveront une pression egale. 

Ce cas est celui qui se presenteroit en chaque point d'une tige pris- 
matique, tiree ou pressee dans le sens de sa longuenr par une force ega- 
lement distribuee sur sa section; en negligeant toutefois Tinfinence de la 
pression atroospherique. 
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Troisieme section. Gas simples. 

Gas d'uD prisme ind^fini. 
40. 

L'un des cas les plus simples que l'on puisse considerer, est celui 
d'un prisme, tire dans le sens de sa longueur par une force distribuee 
UDiformement sur tous les points de la section transversale. Alors chacpie 
molecule se mouvra, dans le sens des ar^tes, d'une quantite proportionnelle 
a sa distance ä une section supposee en repos. Si i'on sappose en outre 
que Texperience soit fait dans un fluide soumis a une certaine pression, cha- 
que molecule s'eloignera ou se rapprochera d'un axe quelconque suppose fixe, 
pris dans Tinterieur du prisme et parallele ä ses ardtes. 

Si Ton prend cet axe pour axe des z^ et deux droites perpendiculaires 
entr'elles, tracees dans le plan de la section que nous supposons en repos, 
pour axes des x et des y, le mouvement des molecules qui correspond au 
cas present, sera donne par les formules: 

a ei b etant deux constantes qui dependent de la traction ä laqueiie ie 
prisme est soumis, et de la pression du fluide dans lequel se fait rexperience. 
On designera par T la traction exercee sur un millimetre carre de la section 
du prisme, et par P la pression du fluide environnant. 

On verra d'abord que les equations d'equilibre (8.) sont immedia- 
tement satisfaites, et Ton trouvera pour les composantes des pressions qui 
agissent sur trois plans perpendiculaires, passant par un point quelconque, 
et paralleles aux plans coordonnes, les formules suivantes: 

J!C"=0, ^' = 0, X=A{4a + b], 

r = o, r = A{4a+b), y = o, 

Z"=^(2a+36), Z' = 0, Z = 0. 

Les composantes X\ Y"; X\ Y, Y, Z etant nulles, on en conclut 
que Ton peut prendre Z"^ Y' et X pour les pressions principales. Les con- 
stantes a et 6 doivent d'ailleurs satisfaire aux equations: 

A[2a+U) = T, ^(4a+6) = ~P, 
d'ou 

1 3P+r . 1 p+2r 

Le mouvement des molecules est ainsi exprime par les formules: 

1 3P+r 1 3P+r 1 p+2r 



250 27. Lame ei Clapeyron, mi^m. sur F^quilibre ini, des corps sol. homog. 

41. 

Les valeurs ;des pressions etant independantes des coordonnees du 
poiDt qoe Tod considere« leur distribution autour d'un point sera la mdme 
dans toote Tetendoe do corps. Pour se representer la loi de leurs varia- 
tions, imaginoDs que sur les directions des pressions principales, qui cor- 
respondent a un point queiconque, on construise Tellipsolde« et les hyper- 
boloides representes par les equations 

«' «• »• . x* v' »' M x* 1/' as' - 

pi i pt t fjn — *9 p P T — *9*'* p p * T — 

ces surfaces etant de revolution, leur construetion pourra ötre operee de 
la maniere suivante: on portera sur Taxe des z des lignes proportionnelles 
a T et ä ^T, sur Taxe des x des lignes proportionnelles a P et a ]^P; 
sur T et P, comme axes, on construira une ellipse et sur |/T et yP 
comme axes deux hyperboles conjuguees, ainsi que leurs asymptotes com- 
munes; la revolution de ces courbes autour de Taxe des z engendrera les 
surfaces du second degre dont les equations precedent, celle des asympto- 
tes engendrera le cöne droit asymptotique aux deux hyperboloides. II 
suit de ce mode de generation, et des principes etablis dans la seconde 
partie de ce memoire, que dans le cas qui nous occupe, la pression ou 
la tension qui a lieu dans une direction quelconque, et son inclinaison au 
plan sur lequel eile agit, resteront les mdmes pour toutes les directions 
qui feront le m^me angle avec Taxe des z; il suffit donc d'examiner ce 
qui se passe dans le plan des zx. 

La ligne T, situee sur Taxe des z, represente une tension princi- 
pale; pour une autre direction, la tension sera egale au demi-diametre de 
Tellipse meridienne, situee sur cette direction; cette m^me droite prolon- 
gee rencontrera Tune des hyperboles conjuguees; le plan tangent, en ce 
point de rencontre, a Thyperboloide de revolution correspoudant, donnera 
la direction du plan sur lequel agit la traction oblique que Ton considere; 
Tangle, fait avec ce plan par cette traction, diminuera a mesure que sa 
direction s'eloignera de celle de la tension principale; il sera nul quand 
cette direction coincidera avec le cöne asymptotique; cette direction con- 
tinuant toujours a s'eloigner de Taxe des ;5^ la tension deviendra une pres- 
sion; son intensite sera toujours representee par le rayon vecteur de Tel- 
lipsolde, et la direction du plan sur lequel eile agit, sera celle du plan 
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tangent au second hyperboloide, aa point oü ce rayon vecteur vient rencon- 
trer cette surface. 

42. 

Tont est ainsi connu dans le nouvel etat d'equilibre que noos con- 
siderons, hormis la constante A, qui depend de la nature du corps soumis 
a rexperience; on voit que cette constante est en relation avec Talonge- 
roent W qu^eprouve un prisme de la substance proposee, soumis a une 
traction T au milieu d^un fluide ä une pression P. 

Or supposons que Ton prenne un prisme solide, et qu'on le sou- 
mette d'abord uniquement a la pression atniospherique, representee par 

P; on aura alors T=—Py et une longueur z du prisme s'alongera de 

1 P 
W^=— -j'-^-a. Si, dans cet etat, on le soumet a une traction egale 

a F kilogrammes par millimetre carre, on aura T=F—P, et Talongement 

sera: W == -j^ — ^ — ». 

Ä 5 

Ainsi une longueur z du prisme dans le vide, deviendra, soumise 

/ 1 P\ 
ä la pression atmospherique : z\^l — -^'y-j^ et si alors on soumet le prisme 

a une traction de F kil. par millimetre carre, la longueur primitive s de- 

viendra: ^(^"■t'^)+*'"4'"T"? ^^^ alongement par Teffet de la trac- 

1 2F 
tion F sera donc -j'^-p-^ et le rapport de Talongement, a la longueur 

2F 

«(l --J -^), sera ^, quantite proportionnelle a la traction F, ce qui 

est d'accord avec Texperience. Soit donc, pour une certaine substance, 

/ la fraction dont Tunite de longueur d^un prisme s^alonge pour une trac- 

2F 

tion de F kilogrammes par millimetre carre, on aura p = /, d'oü 

4 2 F P 

Si Ton admet que le fer forge s'alonge de TJf-hjnf ^^ ^^ longueur 
pour une traction de 2 kil. par mm.c. (Duleau), nous aurons pour le 
fer: A = 8000 — ^ F. Les experiences sur Talongement du fer ayant ete 
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faites sous la pression atmospherique qui eqaivaut ä environ 0,01 kil. par 
mm.c, on voit qae ^P est tout ä fait negligeable; mais il est sans doute 
certains corps solides pour lesquels on ne pourroit, sans erreur sensible, 
negliger rinflaence de la pression atmospheriqae. 

43. 

On voit en general que pour connattre la quantite A, relative ä 
une substance donnee, il suffit de connaitre de combien un prisme de cette 
sobstance s'alonge par une traction determinee, pourvu que cette traction 
elle-mdme n^ait pas depasse les limites de son elasticite. 

Nous avons recueilli a cet egard, dans un ouvrage de Mr. Tred- 
gold, des donnees d'experiences qui nous ont permis de dresser la table 

suivante: 

Substances Valeurs de A. 

Fer forge 8000 kil. 

fönte 5177 - 

etain 1294 - 

plomb 202 - 

laiton 2510 - 

bronze pour les canons . . 2696 - 

marbre blanc 709 - 

. / dans le sens des fibres { ^^^ 
sapml ( 566 - 

Les auteurs qui ont fait des experiences sur Textensibilite des corps, 
soumis a des tractions dans le sens de leur longueur, ne sont pas assez 
d'accord entr'eux pour quon seit certain de deduire de ces experiences des 
valeurs exactes de A; aussi les resultats contenus dans la table precedente 
ne penvent ötre regardes que comme une approximation. 

La deterofiination de A est de la plus grande importance pour le 
calcul numerique des variations de forme qu'eprouve un corps solide, sou- 
mis a des pressions exterieures; mais il est bon de remarquer qu'elle 
o'infiue pas sur la maniere dont se distribuent les pressions dans i^interieur 
du corps. 

(La suite dans le cabier prochain.) 
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28. 

Mömoire sur la thöorie des puissances, des fonctions 

angulaires et des facultas analytiques. 

(Par r^diteur.) 



Note preliminaire. 

A. la fin d'un petit memoire sur la convergence de la serie du binöme, 
insere dans le second cahier du cinquieme tome du Journal des mathema- 
iiques que je publie, ou j'ai applique la metbode de d'Alembert a la 
Serie du binöme pour en juger la convergence, j'ai promis (pag. 196.) de 
traiter cet objet encore d'une autre maniere direcle, en operant immedia- 
tement sur Texpression generale et identique du reste de la serie, par 
une certaine metbode generale d^evaluer les restes des series, developpees 
suivant les diiferences au lieu des diiferentielles; metbode qui s'applique 
au tbeoreme general de Taylor d'une maniere semblable a celle qu^a 
donnee Mr. Lagrange pour Tevaluation des restes de la serie particuliere 
de Taylor et qui a ete perfectionnee par Mr. Ampere. 

Je veux m'acquitter ici de cette promesse. Mais comme il etoit 
necessaire de presenter d'abord les developpemens et tbeoremes generaux 
m^mes dont on voulait faire une application particuliere, comme, aussi, la 
tbeorie des puissances eile m^me etoit presque inseparable de Tobjet qu'on 
alloit traiter, et que d'un autre cöte il se presentait ainsi une bonne occa- 
sion et un moyen facile de faire encore d'autres applications des principes 
fondamentaux, une fois qu'iis seraient etablis, ce memoire, destine origi- 
nairement a un objet tres special, a re9u une beaucoup plus grande eten- 
due, et embrasse maintenant, comme applications des principes generaux 
quMl presente, presque toute la tbeorie des puissances, des logaritbmes, des 
quantites exponentielles et fonctions angulaires, suivie des points principaux 
de la tbeorie des factorielles et facultes analytiques; tout cela suivant les vues 
qui semblent dtre propres a ces objets. 

Quant ä la tbeorie des puissances, des logaritbmes et fonctions an- 
gulaires, on pourra ötre etonne, de me voir reprendre des objets traites 
tant de fois; mais on trouvera dans le memoire mdme les raisons qui m'y 
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ont engage. On remarquera qu'effectivement la theorie ordinaire est en- 
core tres imparfaite tant pour la rigueur des demonstrations que poar la 
consequence, et qu'elle n'est pas exempte de lacunes, imperfectioDS qai 
proviennent, a ce quMI semble, de la Separation et du morcellement d*ob- 
jets qui ont une seule et möme source, de romission de points es- 
sentiels, par exemple, de la recherche de la convergence des series 
auxquelles on parvient, et de fusage de proceder des cas particuliers 
aux cas generaux, au lieu de suivre la voie inverse. D^apres ces motifs 
il ne semble pas inutile de reprendre ces objets, d'autant moins, qn'ils en- 
trent dans les elemens, qni surtout doivent €ive bien etablis et n'offrir Ja- 
mals de lacunes ni de demonstrations foibles. 

II est vrai que si dans le memoire present on excepte quelques 
tbeoremes et eclaircissemens generaux, et quelques theoremes de la theorie 
des facultes analytiques, les resultats nouveaux quMl contient ne sont 
qu'en tres petit nombre; mais on y trouvera plusieurs vues nou volles, ainsi 
que la pratique d'une methode, qui seule me semble dtre propre ä Tana- 
lyse et pour ainsi dire lui appartenir comroe innee. Ce ne sont donc pas 
les resultats, mais c'est surtout lamethode, a laquelle je prie le lec- 
teur de vouloir bien accorder son attention. On en verra les effets, et 
Ton trouvera que par son secours les difficultes que laisse la methode 
ordinaire, peuvent effectivement dtre vaincues et les lacunes remplies. 

Depuis un nombre d'annees je prepare un traite d^analyse qui doit 
embrasser cette science dans toute son etendue et dans son etat actuel. 
Un tel ouvrage me semble devoir devenir tres utile a la science, et je le 
crois m^me d'une necessite urgente; car la science analytique s'est, surtout 
dans ce dernier tems, tellement etendue et ramifiee, quMl n'est presque 
plus possible a celui qui Tetudie d'en embrasser toutes les parties comme 
formant un ensenible. Le probleme que je me suis propose presente 
Sans doute de tres grandes difficultes. La seule coUection des objects nom- 
breux qu'il embrasse en forme la moindre partie. II s'agit surtout da 
Systeme, et pour cela il ne suffit pas de ranger les objets dans un ordre 
tel que les theoremes et propositions ne se rapportent jamais qu^aux theo- 
remes et propositions qui precedent: il s^agit de suivre la liaison intime 
et naturelle des propositions jusqu'a leur origine, de rapprocher les objets 
qni ont la möme source, et de faire voir, par la doctrine eile mdme, son 
organisme et son developpement naturel. II s'agit de cette methode non- 
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arbitraire, qai convient a Tobjet, et cette methode est le point le plus difficile 
dans une science, et en mdme tems le plus essentiel. Les combinaisons de 
verites connaes, mdme pour en decoavrir de nouvelles, ne forment pour ainsi 
dire que la pratiqae de la science; la methode en est Tesprit. La seule 
force dinvention a plas ou moins besoin du secours da hasard, pour arriver a 
de nouvelles idees heareuses, qui puissent agrandir le domaine de Tanalyse. 
La veritable methode, savoir celle qui se tire de Tessence et de Torga- 
nisme de la science eile möme, est le moyen direct et sür d^en franchir 
les bornes. Je sens donc fort bien Timmense difficulte de ma tdche, et 
je n^oublie pas que je puis dtre accuse de temerite, dieser entreprendre 
un tel ouvrage. Mais je serai content, si mon essai contribuera au moins 
a encourager d'autres personnes, a suppleer ce que j'aurai peut ötre manqu6 
ou neglige. 

J^ai parle de mon entreprise parceque le memoire present peut 
dtre aussi regarde comme un echantillon du traite que j'ai en vue. C^est 
pourquoi je le presente sous la forme d'un cours elementaire, plutöt 
que sous celle d'un memoire destine aux personnes consommees dans la 
science: II fera surtout voir par un exemple la methode que je me pro- 
pose de suivre. 

J'entre en matiere. 



I. Definition et propri^tds des puissances. 

1. 

On ne peut pas dire generalement qu'une puissance p. e. u^ est 
an produit de y facteurs egaux ä u. Cette definition cesse dejä d'dtre 
bonne si y est une fraclion, parceqo'on ne peut pas malliplier le nombre u 
p. e. f ou ^ fois par lui mdme. II est vrai qae, dans ce cas, on peut 

dire que les puissances sont les racines du nombre u p. e. que ü^ est le 
nombre qui, multiplie trois fois par lui mdme, donne u. Mais cette der- 
niere definition n'est pas exacte si Texposant y est un nombre irra- 
tionnel, puisquMl n'existe pas de fraction qui puisse exprimer la va- 
leur irrationnelle de Texposant. Ici on pourroit encore reconrir a Tap- 
proximation, mais eile n'offriroit pas didee claire et precise de Tobjet; et 

33» 
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si enfin Texposant est une quantite imaginaire, Tapproximation ne reossit 
pas non plus. 

Donc en allant des cns particuliers aux cas generaux, on ne par- 
vient pas a quelque definition generale et precise des puissances bonne 
poor les elemens. 

2. 
II est plus naturell et möme il n'y a ici, pas plus que dans pla- 
sieurs cas de Tanalyse, d'autre moyen que de supposer hypothetique- 
ment les proprietes fondamentales d'une fonction encore inconnue, pour 
en tirer ses autres proprietes son developpement en series et son rapport 
avec d'autres quantites. Si en premier Heu on trouve que les resultats 
tires des proprietes supposees ne sont pas en contradiction entre eux, on 
sera sür que la fonction supposee existe reellement; et si, en second Heu, 
les resultats colncident dans les cas particuHers avec les expressions des 
puissances dans les mdmes cas, rien n'empdche de donner le nom 
de puissance a la fonction supposee. Le doute que la fonction suppo- 
see soit veritablement et precisement ce qu^on a coutume d^appeler 
puissance, n'est qu'apparent, car, en partant des cas parHculiers pour pro- 
ceder a la decouverte des proprietes generales des puissances, on ne 
trouve pas ces proprietes« on ne fait egalement que les supposer pas a 
pas. On fait au fond la mdme cbose que nous faisons ici, mais avec an 
detour inutile et par une voie incertaine et exposee aux erreurs. La 
inarche vraiment analyHque, qui mene des expressions generales aux re- 
sultats particuHers, est la voie naturelle et süre; tandis que la voie inverse 
n'est qu'une sorte d'inducHon, dont les resultats doivent ötre necessairement 
plus ou moins incertains. 

Supposons donc une fonction encore inconnue f^u^y) des deux quan- 
tites u eX y y qui ait les proprietes: que si y varie d'une quantite arbi- 
traire k^ les deux equations 

1- fi^,y)'f{^,k) = f^u,y + k) ei 
2. f{f{u,y),k)=^f,u,yk) 

ont Heu generalement et pour toutes les valeurs de u, y et k. 

Au Heu de la notation peu commode de la dependance de la quan- 
tite inconnue des elemens u e\ y au moyen de la lettre f nous pourrons 
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Texprimer anssi par la seule position des elemens et nous ecrirons 

3. w^fl* = 11^+* et 

4. (fi«')* = u^\ 

Ces deux equationi exprimeront les proprietes fondamentales de la fonc- 
tion inconnue que nous supposons hypothetiqaement et que nous appellerons 
arbitrairement puissance. L'element ti s'appellera racine, Tautre element y 
exposant, et nommement si Ton ecrit 

5. U^ = J5, 

nous dirons que 

u est la racine de la puissance s ä exposant j(^ 
y Texposant de la puissance s de la racine u et 
z la puissance de la racine u pour Texposant y. 

On donne encore d'autres noms aux quantites u^ y^ z savoir base, loga- 
rithme et logarithmande: nous en parlerons plus bas. 

Nous ferons Souvenir encore une fois que u^ n'exprime nuUement un 
produit de facteurs egaux exclusivement^ ni quelque autre valeur d'une puis- 
sance dans un cas particulier, mais plutöt cette Fonction inconnue soumise aux 
deux conditions exprimees par les equations (3. et 4.j. 

II s'agit maintenant de tirer des proprietes generales (3. et 4.) les 
autres proprietes des puissances, pour en trouver les valeurs dans les cas 
particuliers. Mais il faut que cela se fasse sans recourir a autre chose qu'a 
ce que les equations (3. et 4.) expriment, et aux principes du calcul qui entrent 
dans les expressions m^mes. 

3. 
Quant a ces principes, ce sont ceux de la theorie du positif et 
negatif et des quatre premieres Operations: addition, multiplication 
et les inverses soustraction et di Vision. Gar le cas de la multiplica- 
tion de deux puissances (eq. 3.) est celui de Taddition des exposans, et si 
k est negatif, on tombe dans la soustraction; le cas de Televation d'une 
puissance ä une autre est le cas de la multiplication des exposans, et si 
le nouvel exposant est une fraction, la division s'emploie. II faut donc 
que la theorie du positif et negatif, et celle des quatre premieres Opera- 
tions, precedent celle des puissances. Nous les supposons etablies, en 
nous reservant pour une autre occasion Tessai des eclaircissemens qui 
peut-ötre seront necessaires. Nous nous bornerons seulement a annoncer 
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ici que la tbeorie des quatre premieres Operations peut 6tre donnee d^ane ma- 
niere semblable a celle dont on va se servir pour la theorie des puissances. 

4. 

I. Faisons ^ = 1 et k = i dans la seconde eqaation fondamentale 
(4.) eile donnera (u^y = u^''^. Mais, suivant la theorie de la multiplication, 
le produit 1.1 est 1 ; donc on a (u^y = u^. Seit pour un moment u^ = «?, 
Tequation qu^on vient de trouver donne w^ =^ ta; donc eu ecrivant u an 
liea de w, on a 

6. u^ = u. 

Voila le premier theoreme tire des eqaations fondamentales. 

II. Soft dans la premiere eqaation fondamentale (3.) k = et y = 1, 
eile donnera u}.u^^ = u^ ou bien, u etant =w^ (6.), fi.tf" = w. De lä on tire 

tf^' = — . Mais en vertu de la theorie de la multiplication, si le diviseur egale 

le dividende, le quotient est Tunite, donc 

7. «i" = 1. 

C'est le second theoreme tire des eqaations fondamentales. 

III. Sapposons dans la premiere eqaation fondamentale (3.) k==—y, 
eile donne u^ .u^ = u^"^ = tt^ et puisque «i"=l (7.), ii^.w"^=l et par suite 

8. vry = ^. 

C'est un troisieme theoreme tire des equations fondamentales. Puisqu^en 
vertu de la theorie de la multiplication fi^--|^=.-^ et en vertu de requation 

(8.) -j = w"* on peut y ajouter comme corollaire 

14* 

IV. Faisons u^ = « dans la seconde equation fondamentale, eile 

1 1 
donne »* = a:?^ et si Ton fait A = — , a^ = w^; donc puisque w^ = w (6.) 

on a 

10. a^ = tf, V? etant = ä. 
C'est la quatrieme consequence qu'offrent les equations fondamentales. Elle 
apprend que la racine d^une puissance ä exposant quelconque peut 6tre regardee 
comme une puissance de la puissance mdme, ayant pour exposant le quotient 
1 divise par Texposant primitif. 
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Poisqu'en vertu de la seconde equation fondamentale (4.) par ex. 



kX 



(a?*)y = «j y^ et si dans requation (10.) on fait z = «?*, on a pour co- 
rollaire: 

k_ 

11. 11 = «?^, si «^ = «7*. 

V. Si dans la seconde equation fundamentale (4.) on fait tji^ = &, 
eile donne z^ = u^^. Mais en vertu de la premiere equation fondamen- 
tale (3.) on a fi*.fi»'* = fi*+y* = fi*^^+y>, donc tf:* etanl = ä*, fi*.Ä*= fi*^'+^>. 
Mais u.z = u.u^, ou bien, u 4tant = u^ (7.), ii.s = t«^tf^. Cela donne, 
en vertu de la premiere equation fondamentale (3.) u.z — u^^^^^, d'ou 
{uzf = («'+«')*. De la on tire (wä)* = fi*^^+y>, («'+«')* etant egal a u^^'-^^\ 
Mais nous avons trouve plus baut ti^^+y^ = ti*. j5\ Donc on a 

12. (wÄ)* = fi*.»*. 

Faisant u = u^ et ;5 = tf2tf3 9 Tequation (12.) donne (u^n^u^)^ z=z 
tij[.(ii^fi3)* et puisque en vertu de la mdme equation (ifj t^a)^ = ti^ti^, on a 
(UiUiU^y = tf^u^u^. En conlinuant, on trouve de la mdme maniere 
(fiiU2 113114)* = f^t^f^f^ et generalement 

13. {U1U2U2 .... tf^)* = f^ifit4 . . . . «i. 

Voila un cinquieme theoreme tire des equations fondamentales. II fait 
voir que la puissance d*un produit des fonctions est egal au produit des 
puissances des facteurs prises avec le mdme exposant. 

Si dans Tequation (12.) on ecrit ^5** au lieu de z, eile donne 
(ttjs")* = fi*(j5"}*^ ou bien, parcequ'en vertu de la seconde equation fonda- 
mentale (4.) («••}* = »**, (wä")* = fi*Ä"*. Si dans cette equation on fait 

« = — 1 on a («la"*)* = fi*«~*. Mais en vertu de Tequation (8.) j5-^=: — 
et z"^ = -X9 donc on a comme corollaire 

Si ti et ;5 representent des produits de facteurs quelconques, de sorte 
que u = Utihv^ . . . . u^ et z = ZiZiZ^ . . . . z^, Tequation (14.) donne 

\ »j »,a, »n'^ («!»»*• *«/ 



1 
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VI. Si dans la premiere equation fondamentale (3.) les exposans 
y et & sonl lous les deux egaux a TuDite, Tegaation donne w^w^ = w^+^ = w% 
ou bien, u^ etant =u (7.) u^ = u.u. Si dans l'eqaation (3.) on fait 
y = 2, & = 1, eile donne u^u^ = i^^ ou bien, u^ etant =u.u et u^ = u, 
t^ = u^u.u elc. Generalement, n etant un nombre entier, on aura 

i6. f«" = u,u,u..,. {n facteurs). 

Ce sixieme theoreme, tire des equations fondamentales, fait voir qa'ane 
puissance ä exposant entier ii'est autre chose que le produit d'autant de 
factears egaux a la racine de la puissance quMl y a d'unites dans Texposant. 
Mais il n'y a que le seul cas d'exposanl entier dans lequel une puissance puisse 
ötre representee par un produit des facteurs. Si Texposant n'est pas un 
nombre entier, la decomposition de la puissance en facteurs, comme il 
est aise de voir, n'a pas Heu. C'est donc aussi le seul cas d'exposant en- 
tier ou la definition que les puissances soient des produits de facteurs, ne 
seit pas en defaut. 

5. 
Soit dans Tequation (12.) « = 1, eile donne (w.l)* = m*.1*, ou bien, 
u . 1 etant u^ 

17. u' = «I*. t*. 
Divisant cette equation par u^^ on aura 

18. 4- = !*• 

Mais la valeur de 1^ n'est pas bornee ä ötre toujours Tunite; car si par 
ex. Ar = ^ , de sorte qu'en vertu de la premiere equation fondamentale 
l*.l* = IM* = r = 1, la quantite 1* a les deux valeurs differentes +1 
et— 1, puisque les produits +1.+ 1 et— 1. — 1 sont egalement =1 tous les 
deux. Si A = i, de sorte que IMM* = 1*. l*.l* = 1' = 1 , la quantite 1* 

a trois valeurs differentes, savoir +1, ~" ,2 ^^ ~ ^^^"" •? commo 

on le peut faire voir a Taide de Taddition et de la multiplication seulement. 
Ces trois valeurs multipliees chacune deux fois par eile mdme donnent egale- 
ment Tunite pour produit; et ainsi de suite. 

II suit de cette remarque, que la quantite t^ peul avoir egalement plus 
d'une valeur; car si cela n^etoit pas, la valeur de 1*, en vertu de requation 
(18.) ne pourrait dtre que Tunite dans tous les cas; resultat conlraire a ce qua 
nous venons de trouver. 
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Nous ne disons pas que 1^ et t^ auront toujours et necessairement 
plas d'une valeur; nous faisons voir seulement qu'ils peuvent en avoir 
plus d'une, et cela suffit pour notre but. 

Cela pose, soient «i, t^a^ ^3« • • • les diiferentes valeurs que la 
quanlite ti^ peut avoir, le quotient -y representera les quotiens suivants: 

Nous dirons maintenant en premier lieu, que le nombre des valeurs 
de 1* ne peut ötre moindre que celui des valeurs de nl"^ car, suppose 
que u^ ait les n valeurs differentes «i, ^i^ t?3, .... f?», les n quotiens 

^-, ^-, ~^, .... -^ parmi ceux (19.) qui lous, en vertu de l'equation (18.) 

egalent 1^ donnent deja n valeurs differentes pour cette derniere quantite. 

Nous dirons en second lieu, que le nombre des valeurs de 1^ ne 
peut dtro plus grand que celui des valeurs de t^; car supposons, comme 
ci-dessus, pour «i* les n valeurs differentes «i, «2, <?3, ....<?« et pour 1* 
les m valeurs li, l2, I3, .... 1«,^ m s'il est possible etant plus grand que n, 
les m produils i?i.1i, ^1.12, ^i-^a^ *••* «'ilm parmi tous ceux qui en vertu 
de requation (17.) egalent fji"^ presenteroient deja plus de valeurs que cette 
quantite ne doit en avoir suivant Thypothese. 

Donc l'' ne peut avoir ni moins ni plus de valeurs que fji"; donc le 
nombre des valeurs de 1* est egal ä celui des valeurs de u^. 

Mais la m^me chose ayant lieu pour une valeur quelconque de la base, 
le nombre des valeurs de ti" etant toujours egal a celui des valeurs de 1^ 
c'est ä dire a un m^me nombre pour une valeur quelconque de u, il 
suit de la que le nombre des valeurs differentes qu^une puissance peut 
avoir, ne peut dependre de la valeur de la base. Mais, excepte la base, 
il n^existe pas d'autre quantite dans une puissance que Texposant; il faut 
donc que le nombre des valeurs differentes qu'une puissance peut avoir, 
depende necessairement de Texposant seul. Et en vertu de ce que nous avons 
demontre ci-dessus, ce nombre sera egal a celui des valeurs de 1^. 

Au reste, Tequation (17.) fait voir que les differentes valeurs que 
la puissance «1* peut avoir, pourront dtre exprimees toutes par fl^.l^ Dans 
cette expression le facteur tf represente egalement toute valeur que cette 
quantite peut avoir. Si donc Ton adopte la notation \u^ pour exprimer 
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une valeur determinee quelconque parmi celles qui conviennent a la 
qoantite ^i^, on pent ecrire 

20. H*=ii*l* 

oü |tf|* represente indifferemment Tune ou Tautre valeur de ti^. 

6. 
La seconde equation fondamentale (4.) donne pour u=l^ 9 = ^^ 

21. (!«)* = 1-* = (1*}-. 

Si n est un nombre entier positif, la paissance 1% en vertu de 
(§. 4. VI.), est un produit de n facteurs egaux entre eux et a Tunite. 
La valeur de ce produit est toujours 1, snivant la theorie de la multipli- 
catioD, quel que soit n, C'est ä dire 1" est toujours 1, n etant un nom- 
bre entier positif. Si n est un nombre entier negatif, la valeur de 1" 
est encore 1 pour une valeur quelconque de n, puisque en vertu de Tequa- 

tion (8.) 1~*=— . Si « = 0, 1* ne cesse d'ölre 1, car en vertu de Te- 

quation (7.) on a 1"=1. Donc si n est un nombre entier positif ou ne- 
gatif, ou bien zero, 1** est toujours 1 pour un valeur quelconque de n. 
En substituant cette valeur de 1** dans Tequation (21.) on a 

22. 1* = (1*)". 

Supposons maintenant le cas oü 1^ a plus d'une valeur, on voit que 

toutes les valeurs des puissances (1*)", (1*)\ (1*)% .... (1*)""S (1*)""% 

ne seront pas necessairement egales mais au contraire elles seront differen- 
tes entre elles, car il n'y a que Tunite qui, multipliee un nombre quelcon- 
que de fois par lui mdme, donne toujours la mdme quantite. Mais n 
etant arbitraire dans Tequation (22.), sous la seule condition d^dtre un nombre 
entier, Texpression (1*)" representera toutes les quantites (1*)"=1, 1*, l*.t*, 

l*.l*.l*, .... -p-9 iFTF' ik 1* 1* •••• ^^ m6me tems. Elle aura donc 

necessairement plusieurs valeurs differentes. Mais ces valeurs seront 
precisement celles que 1^ peut avoir, puisque cette quantite, en vertu de 
Tequation (22.), s'exprime par (1*)\ 

On voit par lä que les differentes valeurs que 1* peut avoir, ont 
la propriete qu'on les trouve, quand on multiplie, ou divise continuellement 
par eile mdme, une d^entre elles quelconque qui ne soit pas Tunite eile m6me, 
comme Test par exemple celle {Vf. 



des foncHom angulaires et des facultis analytiques, §. 7. form. 23.-25. 263 

Si donc aj, une des differentes valeurs quelconque de f" qai ne 
soit pas 1, ces differentes valeurs seront 

23. «;', ai, al, aj, aj; a^-% ar\ «*"*• 

Parmi ces valeurs il se trouve necessairement celle a^l = i^ puisque 
n peut dtre egalement zero, quel que soit n. Les autres seront differentes 
entre elles et de 1. 

7. 
Mais toutes les valeurs de 1* ne sont differentes entre elles, que 
dans le cas oü nft ne peut dtre un nombre entier positif ou negatif, quel 
que soit n. Gar si kn etoit entier on auroit (1*)% c'est ä dire 1^" = 1. 

Si k est une fraction dont le denominateur est m par ex. Ar = -y- oü m et ^ 

m 

signifient des nombres entiers, la puissance 1 ^ n'aura que il valeurs differentes, 
savoir les valeurs 

24. 1, (a,)S (a,)^ {a,)\ .... (a,)^-\ 

Car la valeur («k)^, qui suit la derniere {ctj^Y"^ n'est aulre chose que 

(1*)^ = V,l^>) = !"• = 1, c'est a dire la premiere des valeurs (24.). Donc les 

valeurs («k)^"^^ = («ifc)^(«*)S («t)^"^^ = («ifc)^(«t)% • • • . qui suivent celle -ci 
egalent de nouveau les valeurs {ct],)\ [aj^f etc. et la mäme serie des va- 
leurs (24.) recommence toujours. Les* valeurs (aik)~\ («jk)"^ .... de («t)^ 
se tronveront egalement parmi celles de la serie (24.), car soient fi e\ v 
des nombres entiers arbitraires et v<CillI, on a («jk)^^ = ((«*y)'' = 1^ = 1 

donc («4)"% ou bien 7-y (8.) = Vy == («*)^ • Ici l'exposant /al—v est, 

un nombre entier positif puisqu'on a suppose v<i[iX; donc (a*)^^~% c'est 
a dire (ajb)~% ^^^ ^^^ ^^^ quantites de la serie (24.). Donc la puissance 1* 
n'a que X valeurs differentes entre elles dans le cas dont il s'agit. 

Si, pour abreger, on ecrit a au lieu de a^ ou de a^ , on a a^ = l ou 

T 

bien o^— 1 = 0. PuisquMci l est un nombre entier, la quantite a?'—\ est 
divisible par a— 1 et Ton trouve 

25. ^^—^ = ai-i + ai-^ + ai-3 .... +1. 

OL — 1 

Mais a est different de zero, de sorte que a — 1 n^est pas zero, donc 

34» 
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^Ä l 

a^— 1 elant zero, — — y Test egalement. Donc requation (25.) donne 

26. l + a4-a^ + a3....+a^-i = 0. 

Cela fait voir que la somme de toutes les valeurs differentes d'une puis- 
sance de Tunite a exposant fractionnaire est zero. 

Si k est un nombre premier^ la qoantite a^— 1 n'est divisible qae 
par a lui mäme, inoins Tunite; mais si l est un produit des nombres 
Premiers pqr , . . ,^ «^ — 1 est egalement divisible par « — 1, «^ — 1, 
«*— 1 . . . . a^^ — 1 etc. Car si par ex. l =^ pqr et a** = /?, on a 

a^-1 = cfP^-l =/3^~l et a'^-l^/S-l; donc ""J"^^ = %I\ -> ^^ 

li^-\ est divisible par ^-1. On trouve -^£^ = 1+/3+/3' • •• • 4-/?^-', ou, 
ce qui est la mdme chose, 

-^ — - = l-f-ßP+a^p^ +«? . 

aP — 1 

Mais a^ est toojours =1 et «'' ne Test pas, donc a^ — 1 et — r — t- sont 

zero. Donc on a 

27. 1 + «''+«'''.... + «^ = 0. 

Cela fait voir qae si Texposant k de la quantite 1* est une fraction -y- 

des nombres entiers m et A. non seulement la somme de toutes les va- 
leurs 1, a^ a% a^ . , . . a^ de 1* sera zero, mais que les sommes des 
groupes de valeurs dont les exposans sont des multiples quelconques des 
facteurs du nombre l, s'il y en a, le seront egalement. Si par ex. As 6 
on a non seulement 

1+a + aH«Ha*+«* = 
mais aussi 

l+a' + a* = et 

Nous ne continuerons pas plus loin la recherche des proprietes des puissances 
de Tunite dans le cas d'exposans fractionnaires. 

8. 
Si k est un nombre irrationnel ou imaginaire, nk ne peut Ja- 
mals dtre un nombre entier pour aucune valeur du nombre entier n. Donc 
1* aura dans ce cas un nombre infini de valeurs differentes entre elles. 
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Les puissances de 1* a exposans entiers negatifs ne seront pas necessai- 
rement egales dans ce cas aux puissances a exposans entiers positifs. 

Si k est un nombre entier, la quantite i\ et aossi, en vertu des 
equations (17. et 18.), la quantite ti^ n'auront qu'une seule valeur. 

9. 
La propriete des puissances de Tunite trouvee (§. 6.) eclaircit une 
contradiction apparente de Texpression (13.) savoir 

28. {uithu^ . . . .)* = t^i^f^ . . • . 
et de Celle (17.j 

29. fi* = fi*.l* 

qn'on en tire. La contradiction apparente consiste en ce que par ex. Tequation 
(28.) semble exprimer un beaucoup plus grand nombre de valeurs a droite 
qu'ä gauche. Gar si par ex. la quantite {UiUiU^ . . . .f a l valeurs diffe- 
rentes, chacun des facteurs ti^, ti^, t^ . . . . ä droite en aura autant, et 
si le nombre des facteurs est m, il paratt qu'il y aura il"* valeurs a droite 
et seulement k a gauche, puisqu'en multipliant les facteurs ä droite, leurs 
valeurs se combinent. Egalement lequation (29.) semble exprimer k'^ valeurs 
a droite et seulement k a gauche. 

Considerons en premier lieu Tequation (29.) sous la forme (20.) savoir 

30. fi* = |w|M* 

oü \u\^ signifie une valeur quelconque determinee de t^. Soit t^^ une 
de ces valeurs, requation (30.}-. appliquee a cette valeur, donne les k valeurs 
suivantes de i/*; 

31. «I* = f^l'i'i t?!«? <?1«\ t?i«\ •••• <?^«^"^ 

Mais il n'existe que les k valeurs <?i, <?2, «3, . . . . v^ de la quantite ti"; 
donc une valeur quelconque de cette quantite, autre que celle Vi par ex. 
«2 ne peut ötre que parmi les valeurs (31.). Soit Via"" = t?,? requation 
(30.) appliquee ä cette autre valeur de t^ donnera 

32. fi* = (t?!«")!^ («!«*;«, («?!«-'}«% (t?i««)a^ .... (t?ia-)a^-\ 

Mais les produits «"^.l, «"•.«, a"'.«^ .... «"•.a^"% comme il est aise de 
voir, ne donnent d^autres puissances de a que Celles qui deja sont com- 
prises entre les puissances af\ «S a^ ...• a\ puisque a^=l. Donc l'ex- 
pression (32.) donne precisement les mdmes valeurs de t^ que celle (31.). 
Elles se succedent seulement dans un autre ordre. II en est de mäme 
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des resiiltats que donnent les autres valeurs v^^ v^ . . , . ejde t^ en y 
appliqoant requation (30.). Donc en multipliant t^ par 1* dans (29.), le 
nombre des resullats differents n'est Dullement k^ mais seolement k^ de sorte 
que requation (29.) n'exprime pas plus de valeurs ä droite qu'ä gauche. 

II en est de mdme de requation (28.). Gar nous venons de voir 
qu'a Taide de la multiplication par 1* les X valeurs de «f^, 2^, ti^, . . . . 
peuvent dtre toujours reduites ä une seule^ de sorte que leur inegalite 
peut dtre toujours exprimee par celle des puissances de l^ Donc les re- 
suitats de la combinaison des dififerentes valeurs de nf^^ t4 • • . • que pro- 
duit la multiplication des facteurs, se reduisent toujours a ceux qu^offrent 
les puissances differentes de V = a. Mais ces resultats ne presentent que 
l valeurs differentes, puisque les puissances a\ a\ a% . , . . a^"^ reparois- 
sent toujours, quelles que soient les valeurs entieres qu^on donne ä n. 
Donc le nombre des valeurs a droite dans requation (28.) n'est nullement 
Jl"*, mais seulement Xy et egal a celui des valeurs a gauche. 

10. 
Puisque, en vertu du paragraphe precedent, les differentes valeurs 
d^une puissance fi* peuvent ätre toujours exprimees par une seule valeur 
determinee de cette quantite, en la multipliant par les differentes valeurs 
de IS et que le choix de cette valeur determinee est arbitraire, on pourra 
partir par preference des valeurs reelles de u\ sMl y en a. Donc en 
ecrivant 

33. fi* = H*.!*, 
la notation \u\^ signifiera par preference la valeur reelle de t^^ si une 
teile valeur existe. Nous verrons plus bas les conditions de Texistence et 
de la non-existence des valeurs reelles des puissances. 

11. 
II y a encore a remarquer qu^en ecrivant une seule lettre pour ex- 
primer une puissance, par ex. z au Heu de t^, comme nous Tavons fait 
plus haut (§. 4.), cette notation n'est pas incomplete. II est vrai qu'il au- 
roit fallu ecrire u^ = z.P au lieu de z = u^; mais ce qu'on trouve pour 
une valeur determinee z de u^ aura lieu egalement pour toutes les autres 
valeurs de cette quantite, puisque le choix de la valeur determinee de 
la quantite est arbitraire. Si Texpression d'une puissance par une seale 
lettre se trouve seulement ä un des deux cötes d^une equation comme 
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par ex. dans requation (10. §. 4. IV.)^ et qu'on veuille exprimer en meme 

temps tous les resultants que requation puisse presenter, il n'y a qu'a 

i 

ecrire z.P au Heu de z. Cela donue dans requation (10.) u^{z.P)^ = 

i. JL JL JL 

Ä*' .1 ^ = Ä*' .1 = Ä*', pour «1^ = «, de sorte que Tequation (10.) ne change 

pas de forme. 

12. 

On voit, par ce qui precede^ que tous les theoremes sur les puis- 
sances que nous venons de trouver ont ete tires uniquement des deux equa- 
tions fondamentales (3. et 4.) sans le moindre secours etranger, sans recou- 
rir au developpement en series, ni ä Tapproximation ou ä Tinduction. 
Nous n^avons eu besoin que de la theorie des quatre premieres Operations: 
addition, soustraction, multiplication et division, qui, selon la nature de Tobjet, 
doivent preceder la theorie des puissances. Ce mode de developpement 
sembie ätre propre ici comme ailleurs ä la raethode qui convient seule 
a Tanalyse et qui, dans cette science, comme nous Tavons remarque plus 
haut, est non moins importante que les resultats eux mdmes. 

Mais puisque de cette sorte tout est fonde sur les deux equations 
hypothetiques (3. et 4.), il faut encore voir si la coexistence des deux 
equations fondamentales ne peut point ätre revoquee en doute a cause de 
quelque contradiction. 

La coexistence des deux equations fondamentales (3. et 4.) a 
ete deja legitimee a posteriori par ce que toutes les conclusions fondees 
sur les deux equations (3. et 4.) ne nous ont induit nulle part a quelque 
contradiction. Mais on peut encore prouver a priori, comme suit, que les 
deux equations (3. et 4.) subsistent Tune a cöte de Tautre sans contra- 

k 

diction. En ecrivant 1 H — au lieu de k dans Texpression (ti^)* nous au- 

rons (ti^) ^. Cela egale, en vertu de la premiere equation fondamentale 
(3.) a {u^y.(fi^y et cette quantite, en vertu de la seconde equation fon- 



k 

y— 



damentale (4.) est egale ä ti^.ti ^ = ti^.ti* ou bien, en vertu de la pre- 
miere equation fondamentale egale a ti^^*. Done on a suivant les deux 
equations fondamentales (3. et 4.) 



— 
31. (tf')'^'' = «^+*. 



[u^] y = w"^"' 2^^ = f^^'+*. Donc une des deux eqaations (3. et 4.). appli- 
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Mais le raäme resaltat peut etre tire de la seconde equalion fonda- 
mentale (3.; seule sans le secours de la premiere. Gar eile donne 

i = .'(-7) = .. 

quee isolement a une paissance quelconque^ donne le meme resultat que 
les deux equations appliquees conjointement. II suit de la qoe les deux 
equalions ne pourront 6tre en coutradiction. 

On pourrait donner encore une autre demonstration de la coexi- 
stence des deux equations fondanientales, en tirant Tune de Tautre au 
nooyen du passage ordinaire des cas parliculiers aux expressions generales. 
En supposant requation (3.), on commenceroit par demontrer Tautre equa- 
lion (4.) dans les cas oü y ei k sont des nombres enliers; puis dans les 
cas oü y et /r sont fractionnaires, et en passant des valeurs rationnelles 
aux valeurs irrationnelles par le mode ordinaire^ on arriveroit aux cas oü 
les exposans sont irralionnels. Mais ce procede seroit embarrassant et 
impliqueroit une sorte d'induction, ä cause du passage des cas parliculiers 
aux expressions generales; de Tautre cöle on ne loucheroit pas les expo- 
sans imaginaires, et enfin on Irouveroit que la demonstration, möme dans 
son etendue limitee, ne reussit pas sans faire une seconde hypothese, sa- 
voir celle u^ = u, de sorte qu'au fond on retomberoit dans Tinconvenient 
d'avoir deux hypotheses au Heu d'une seule. Donc, puisque cette seconde 
voie n'offre que des pertes sans profit, et que d'ailleurs la coexislence des 
deux equations (3. et 4.) peut ätre juslifiee parfaitement, comme nous Tavons 
vu plus haut, les deux hypotheses, ou plutöt postulata, dont nous sommes 
partis, semblent dtre preferables. 

Avant de passer au developpement des puissances en series, des- 
quelles les fonctions angulaires pourront dtre tirees immediatement, nous 
enlamerons la recherche des faculles analytiques, en suivant une marche 
analogue ä celle que nous avons suivie pour les puissances. Apres nous 
donnerons des series generales de developpement applicables egalement aux 
puissances, aux faculles et ä d'autres fonctions analytiques. 
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II. Definition et propri^t^s des facultas analytiques. 

13. 
En suivant la methode que nous venons d^appliquer aux puissances, 
noQS supposerons hypolhetiquement des fonctions de trois elemens u, x, y 
sournises aux conditions suivantes: 

35. f{u, X, y + k) = f[u, x, y)>f(u+yx, x, k\ 

36. nku,kx,y) = l^nu.x.y), 

37. fiu,x, \) = u. 

Nons donneroDS le nom de facultes analytiques ä ces fonctions. Puis- 
que la notation de la dependance determinee d'une fonction de ses elemens 
par une lettre comme f n'est pas commode pour le calcul, et qu^au con- 
traire la juxtaposition est plus simple et plus convenable pour cela, nous 
exprimerons une faculle analytique, designee ci-dessus par f{Uy x, y\ 
par {Uy +xy. La virgule placee entre les elemens u et x indique que ces 
elemens ne doivent pas dtre simplement additionnes, mais plutöt combines 
suivant les regles que les equations fondamentales expriment implicitement. 
Cette notation adoptee, les equations fondamentales des facultes analytiques 
(35., 36., 37.) se presentent comme suit: 

38. {u, +xy^' = («I, +xy(u+yxy +x}\ 

39. {ku, +kxy = Ä^(fi, +a;)% 

40. (Uy+xy = u, 

Voyons ce qui se tire immediatement de ces equations ä Taide des regles 
des quatre premieres Operations et de la theorie des puissances. 

14. 

I. Seit x — O dans les trois equations (38., 39., 40.), elles donnent 

41. My+* = «y.M*, 

42. (Jsiiy = ky.vJ^y 

43. M* = u. 

Mais ces equations expriment les proprietes caracteristiques des 
puissances, donc les puissances sont un cas particulier des facultes, savoir 
celui oü des trois elemens u^ x^ y celui x est zero. 

GreUe*B Journal d. M. VII. Bd. 3. Hft. 35 
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IL Soit dans la premiere eqaation fondamentale (3S.) y = l elk = t^ 
eile donne {Uy+xf ==(Uy+xy{u+Xy+x)\ Soit en second liea y = 2, &=! 
dans la mdme eqoation, od aura 

{u+xf = {u,+xf{u+2x,+x)\ 

et en verto de ce qu^on vient de trouver 

{u.-^-xf = (u,+xy{u+x,+xy{u+2x,+xy. 

En continuant on trouve 

{u,+xy = {u,+xy{u+x,+xy{u+2x,+xy{u+3x,-\-xy, 

et generalement 

(M^+xr = (tt, +a;)'(tt+a;, +a;)^(fi+2iF, +iF)^ {u+{m—i)x,+x)\ 

m etant un nombre entier. Mais en vertu de la troisieme equation fon- 
damentale on a {Uf+xy = u; {u+x,+xy = u+x; {u-\-2Xf +xy = u+2x ,.. 
(u+{m—i)x,+xy = u+im—ijx. Donc on a 

44. {u,-\-x)'^ = u{u+x){u+2x){u+3x) {u+{m-i)x) 

pour le cas oü m est un nombre entier. 

Cela fait voir que dans les cas ou des trois elemens u^ x, y celai 
y est un nombre entier, les facultes analytiques seront des produits de 
facteurs equidifferents. On leur a donne dans ce cas le nom de 
factorielles. 

III. A cause de Tanalogie des facultes avec les pnissances, et de 
leur accord dans un cas particulier, nous donnerons ä leurs elemens des 
noms analogues a ceux des elemens des puissances. 

Des trois elemens u, x, y d'une fapulte (tfr+^)^ nous nommerons 

le premier u, base, 
le second x, difference et 
le troisieme y^ exposant. 

Quant a la notatiön adoptee ci-dessus, eile sera justifiee par le passage 
des facultes aux puissances, dans le cas d^exposans entiers. Nous avons mis 
Texposant au cöte droit de la base et un peu plus haut, comme dans les 
puissances. La difference a ete placee a cöte de la base, et sur la mdme 
ligne, parcequ'elle peut se combiner avec la base par la voie de Taddition, 
comme on le voit dans les factorielles. Elle a ete separee de la base par 
une virgule, pour indiquer qu'elle ne doit ötre ajoutee que sous quelques 
conditioDS. 
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On a aussi coutume de designer une faculte {u^ +xy par u^'', ou la 
difference est placee a cöte de Texposant; raais il paroit ölre beaucoup 
plas naturel et conforme a la nature de la fonction dont il s^agit, de placer la 
difference a cöte de la base, parcequ'elle se combine bien avec eile par 
la voie de Taddition oa de la soustraction , mais non pas avec Texposant. * 
II est bien vrai que les notations dans les mathematiques sont arbitraires, 
mais elles ne le sont pas absoloment; elles ne le sont que jusqu'a de cer- 
taines limites tracees par les regles indispensables de la conseqoence, sans 
laquelle les mathematiques n'existent pas. Certes la consequence est tel- 
lement inseparable de cette science qu'il n'est pas permis de la negliger, 
roöme dans les points les moins essentiels. Et la notation n^est pas de 
ces points; eile est beaucoup plus importante qu'elle ne semble Tötre a la 
premiere vue. Les signes sont la langue des mathematiques et Tart de 
la notation est celui de cette langue. Qu^on nous pardonne cette remar- 
que: eile est susceptible de nombreuses applications dans toutes les par- 
ties de Tanalyse. 

lY. Si dans la seconde equation fondamentale (39.) Texposant y 
est un nombre entier, eile donne en vertu de (II. 44.); 

45. ku(ku + kxXku + 2kx)....(ku + (y-l)kx) = ^u(u+xXu+2x)..,.(u+(y''l)x\ 

Cette equation est identique et fait voir que les trois equations fondamen- 
tales nMmpliquent point de contradiction dans le cas d'exposans entiers. 

V. Seit dans la premiere equation fondamentale (38.) y = et A=:l, 
eile donne {Uy+x}^ = {u,+xf(u,+xy et en vertu de (40.) u^{u,+xfu. 

De lar on tire (u, + a:)" = — ou bien 

46. iu,+xy = 1. 

La valeur d'une faculte quelconque est donc Tunite dans le cas ou Tex- 
posant est zero. 

VI. Ecrivons dans la premiere equation fondamentale (38.) —y au 
lieu de +y et y au lieu de x^ eile donne {u, +xf =^ {u^ +xy^{u'-yxy +xy. 
Cela donne en vertu de (46.) 

47. («I, +a:)-^ = -. ^ ^. 

Cela exprime une faculte a exposant negatif par une autre dont Texposant 
est positif et de la möme grandeur. 

35» 
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Si dans (47.) on fail y = 1, on a (m, +x)~^ = j -p-rr et en 

vertu de (40.) 

48. {u.+x)"' = ^ 



et si ron ecrit —x au lieu de +x, 

1 



49. (tt,-ar)-^ = 



M + a? 



YII. L^expression (44.) fait voir qoe, dans le cas d'exposant en- 
tier et positif, la valeur d'une faculte est zero si la base Test. L^ez- 
pression (47.) apprend que, dans le mdme cas, noais Texposant etant 
negatif, la valeur de la faculte n'est pas zero, mais en vertu de (44.) 

50. {0,+x)'-^=+ ^ 



x.2x.SxAx....yx 

Nous verrons plus bas quelles sont les valeurs des facultes a exposans 
quelconques dans le cas ou la base est zero. 

VIII. Si dans la premiere equation fondamentale (38.) on ecrit y 
a la place de Ar et Ar ä place de y, eile donne 

51 . {u,+ xf-^^ = (tt, + xf {u, + Äx, + xy 

donc on a («, +ar)*(tt+&a;, +a;)^ = (ti, +a?)^(fi + ya:, +a;)*, et de lä 

RO (u + kx,+xy _ (u + yx,+xy 
(u,+xy (u,+xy 

IX. Si dans la seconde equation (39.) on fait Ar = — et puis ft=— , 

U X 

eile donne (^+f J= -jj^C«, +3?)" et (^,+1)'= — (», +a;)«'; donc 



53. («, + «)»' = «''(l,+|-y et 

54. («,+ar)'' = a;*(^,+lj. 



^-1 



Cl + Vi' 
X. Multiplions lequation (54.) par 1 = \, — , nous anrons 



a+i)" 
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(i,+iJ-(^.+0' 

(tt, -l-aj)" = x* • Mais si dans la premiere equation fon- 

(1, + 1)' "' 
.damentale (38.) on fail tt=l, a; = l, y = 1, el k = y, eile donne 

(l, + l)'~'""'=(l, + l)'"Xl + ^-l,+l)''=(l,+l)'"Xj.+iy- En sab- 

u 

stituant cette expression de (1, + 1)* (— ,+l) dans celle de {u,-\-xy ci- 
dessQS, on trouve 



.7-+' 



"-1 



55. (tt,+ar)y = a^y.-^^^-i^ 

On Yoit par cette expression, qa'une faculte a base et difference qnelcon- 
ques, peat toujours ötre expriroee par deux autresf facnltes dont les bases 
et les differences sont Tunite. Donc toute faculte peut dtre reduite a 
d^autres de la derniere forme. 

' XI. Si dans la premiere equation fondamentale (38.) on fait ti=l, 

aj = l et & = --!, eile donne (1, +1)'"'^' = (1, + l)''(H-y, +1)"\ 

SC 

-ÜL-1 

Mais en vertu de la seconde equation fondamentale (39.) on a (1-f Jf^+1)' = 

u u 

(|+i,+y) r , donc (1,+ir ' = (i,+i)<|+i,+|) .tr • 

En substituant cette expression dans celle (55.) on a 



56. («, +xf = ^- ^ 



——1 /W/ 



^-1 

\x 



Cette expression peut dtre utile dans le cas oü Texposant y est infiniment 
grand. Dans ce cas, ä cause de — = 0, Texpression (56.) se reduit ä 

57. («,+.r = ii-ti)!4::^ 

(i,+ir ' 

et si- a; = 1, ä 

Les deux expressions (57. el 58.) n'ont Heu que dans le cas oü y = oo. 
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XII. La premiere equation fondamentale (38.) donne (u+yx, +x)^ 
= ^/ . \ — • Faisant yx = v, cela se reduit ä 



59. {u+v,+xY = -^??^-±^ 






9 



Cette formule sert a exprimer, par deux facultes qui ont la indme 
base et la mdme difference, une autre facolte qui a la mdme difference 
mais une autre base quelconque. 

XIII. Si dans la seconde equation fondamentale (89.) on fait 
ft = — , eile donne f—^, + fr) =( — jiu^+xY. Mais en vertu de la pre- 
roiere equation fondamentale (38.) on a 

(r, +wf'^''' = (r, +«,)^-^(t,+«,(J--^), +«,y = (t., +^)^-^(i^^ +«,y 
et de la 



— — — +y 






,X 10 



En substituant cela dans Texpression de f^^^+ir) ci-dessus et multipliant 



p" (|-) > 



on trouve 



eo. ,.. . - - -. +«'r"-" 



,. (.,+.). = (0i^ 



M 9 



(r, +f(^r 

A Taide de cette formule on pourra reduire une faculte a deux autres ayant 
mdmes bases et mdmes differences mais de grandeur arbitraire. 

XIV. Si dans Texpression (60.) on fait r = ti et ar = ir+ft, eile donne 



u u 

— — + !' 



(tt, + ir+Ä)^ = (^ — - — j ^^^— ' — ^ — — — , ou bien, en mettant a; a la place de ir^ 



et reduisant: 

uk 



ky'iu^+x) '^'+*> 



61. {u,+x+ky = (1+-) 



+ y 
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Si a; = 1 et qu'on ecrive k an lieu de 1 + ^^ on a 



62. {u,+xy = if^!bL±^^' 






M 

M 

X 



Les formules (61. et 62.) peuvent servir ä exprimer par deux facoltes 
a mdmes bases et differences one troisieme qui a egalement la mdme base 
mais une autre difference quelconqoe. 

XV. Si dans la seconde eqaation fondamentale (39.) on faitJr = l, 
eile donne 

63. (u,-\'xy = ly(u,+xy 
et de la 

Ces equations en vertu des reflexions semblables a celles (§. 5.) fönt 
Yoir, qn'nne facnite ä plnsieurs valeurs differentes, si la pnissance de Tunite 
prise avec Texposant de la faculte en a, et nommement le mdme nombre de 
valeurs que cette pnissance eile möme. Si donc on veut exprimer une des 
valeurs differentes quelconque de la faculte, par ex. la valeur reelle, sMl y 
en a, par \u, +x\^, on ponrra ecrire 

65. iu,+xy = \u,+x\^.V 

et cette equalion donnera toutes les valeurs differentes de la facnite, a Taide 
des valeurs differentes de la pnissance 1^ de Tunite. On voit encore par 
Texpression (65.) que le nombre des valeurs differentes d^une faculte depend 
uniquement de Texposant et non de la base ou de la difference. 

15. 

Teiles sont les expressions principaux sur les facultes analytiqnes qui 
peuvent dtre tires immediatement de leurs equations fondamentales snpposees 
hypothetiquement. Au lieu de la troisieme equation (40.) on pourroit peut- 
ötre faire Thypothese d^une autre equation plus generale, analogue a le seconde 
equation fondamentale des puissances {u^f = vf^ (4.), savoir de Tequatiön 

66. {{u, +a:, ^yxyy = {u, +xf^ 

qui, combinee avec les deux premieres equations (38. et 39.) donneroit la 
tFt)isieme [u, -f x)^ = t« et la remplaceroit. Si y et ft sont des nombres 
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entiers, cette equation (66.) donneroit Texpression suivante 

67. iu.+xy'' = u{u+x){u+2x) {u + (y-i)x) 

{u+yx){u+{y + i)x) .... {u+[2y^i)x) 
{n+2yx){u+{2y + i)x) .... (w+(3y-1)ar) 



iu+{k-'i)yx)iu+{{k-i)y + l)x) .... {u+kyx). 

Nous remettons la recherche de requalion (66.) et de ses applica- 
tions a une aulre occasion et passons au developpement des puissances et 
des facultes en series. Et pour executer ce developpement, nous commen- 
cerons par donner les developpemens generaux des fonctions en series. 



IIL Formules gdn orales de developpement. 

16. 

II y a des cas oü les valeurs numeriques d'une fonction, celles de 
ses elemens etant donn^es^ peuvent ätre calculees a Taide des quatre pre- 
mieres Operations suivant les expressions des proprietes de la fonction, et 
il y a en d'autres, plus frequents, oü cela n'est pas possible. Les fonctions 
qu'on appelle entieres et fractionnaires sont dans le premier cas. 
Les puissances et les facultes le sont egalement si leurs exposans sont 
des nombres entiers; car dans ce cas elles ne sont que des produits de 
facteurs egaux ou equidifferents, qui peuvent etre calcules par la raulti- 
plication et Taddition seulenoent. Les puissances a exposans fractionnaires 
sont encore dans le premier cas si leur racines sont rationnelles. La valeur 
numerique de tonte autre puissance ou faculte ne peut ötre calculee imme- 
diatement par les expressions en forme finie de leurs proprietes, ni par celles 
qu'on en tire par la transformation. 

Mais tout calcul numerique se reduit enfin a Taddition, soustraction, 
multiplication et division de nombres entiers, et il n'y a pas au fond 
d'autre Operation pour les nombres. Donc si les valeurs numeriques des 
fonctions ne peuvent pas ätre calculees immediatement suivant les expres- 
sions de leurs proprietes, il n'y a d'autre moyen que de transformer ces 
expressions en series de termes composes seulement de fonctions ration- 
nelles entieres ou fractionnaires, propres ä Stre calcules pär les quatre pre- 
mieres Operations. Ces series seront toujours necessairement infinies, 
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car si elles ne retoient pas, les fonctions qu'elles representenl seroicnt, comme 
dans le premier cas^ rationnelles et calculables directement. Mais puisqu^on 
ne peut pas calculer an nombre infini de termes, le calcul nnmerique de fonc- 
tions irrationnelles ne peut s'executer qu^approximativement, et il faut que 
la Serie qui represente la fonction soit convergente, c'est-ä-dire, que 
la somme d^un nombre quelconque de ses premiers termes, 
differe d'autant moins de la somme de la serie totale, que le 
Dombre des termes qu'on calcule est plus grand, que cette 
difference, ou bien le reste de la serie, diminue au dela de 
toute quantite aussi petite qu'on voudra et quMl soit zero 
pour un nombre infini de termes. La serie sera d^autant plus utile 
que sa convergence sera plus rapide. 

Le moyen generalement applicable au developpement des fonctions 
en series, est le möme qui fait naitre le calcul differentiel et integral et le 
calcul des differences. C^est de faire varier par la voie de Taddilion ou 
soustraction les valeurs des elemens des fonctions et de calculer les variations 
qu'eprouyent par la les valeurs des fonctions elles mdmes. Les developpe- 
mens propres pour cela s^executent suivant une formule generale, applicable 
a une fonction quelconque et semblable a la serie de Taylor qui en 
est un cas particulier. On pourroit Tappeler serie generale de Tay- 
lor. Elle est connue depuis longtems quant a sa forme qui est celle de 
la Serie de Newton. Mais la methode ordinaire de la demontrer ne 
semble pas dire rigoureuse; aussi neglige-t-on ordinairement Texpression 
finie du reste de la serie et la recherche de sa convergence. II s'agit 
donc de completer cela et de donner une demonstration rigoureuse de cette 
formule. Son developpement peut ötre execute par la voie des transformations 
pu.rement identiques, qui par leur nature sont exemptes de toute incertitude. 
L'idee principale de ces transformations se trouve dans les memoires de Mr. 
Servois des annees 1805, 1809 et 1814 sur les principes du calcul differentiel. 
Mous partirons de cette idee en modifiant son application, surtout dans le cas 
des differeiitielles, pour lequel il y a des remarques essentielles a faire et en 
completant le developpement de la serie par Pexpression du reste et par la 
recherche de sa convergence. 

17. 

Soit Fx une fonction quelconque de x e\ k une Variation quelconque 
de Telement x, on pourra ecrire identiquement: 

Grelie's Jonroal d. M. VIT. Bd. 3. Hft. 3G 
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68. F(x+k) = Fx+A- ^^'^+f^"^"^ 



En supposant 



69. -?l£±*t^=/. 



OD a 



70. F{x+k) = Fx+kfx. 

Mettons x + a au Heu de x et en möme tems k-a au lieu de Ar^ de 
Sorte que x+k conserve la m6me valeur, I'expression (70.) se transfor- 
mera en 

- 71. F(x + k) = F(x + a) + (k^a)f(x + a). 

Soustrayant l'expression primitive (70.) de celle (71.) on aura 

= F(x + a)-' Fx + (k — a)f(x + a)-kfx 

ou bien 

72. = F(x + a)'-Fx + (k-a)(f(x + a)-'fx)''afx, 

Designons par la caracteristique A les differences des valeurs des fonctions 
pour les valeurs x+a et x et A— a et k des elemens x et k, l'expression 
se reduira ä 

73. = AFx+ik-a^Afx'-afx. 

Mettons de nouveau x + a au lieu de x et k—a au lieu de k dans cetle 
derniere expression, eile donnera 

= AF(x+a) + (k^2a)Af(x + a)-af(x + a). 

En deduisant Texpression (73.), on aura 

= AF(x + a)-'AFx + (k-2a)Af(x + a)-(k—2a)AfX'-aAfX'-a(f(x + a)-fx) 
et en ecrivanl le signe des differences, 

74. = A'Fx + (k—2a)A'fx'-2aAfx. 

m 

En mettant de nouveau (x+a) ä la place de or et Ar— a a la place de k 
dans la formule (74.) eile donnera 

= A'F(x+a) + (k'-3a)A'f(x + ä)-2aAf(x + a). 

Deduisant ce resultat de Texpression (74.) on aura 

= A'F(x+a)-A'Fx+(k-3a)A'f(^x+a)-(k-3a)A'fx--aA'fx-2a(Afix+a)-AfxX 

ou bien en mettant le signe A, 

75. = A'Fx+(k-3a)A'fx-3aA'fx. 
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Continuant la mdme Operation, on aura des resuitats toujours semblables et 
et dont la forme est aisee ä saisir. Des formules (70. 73. 74. et 75.) et de 
Celles qu'on en peut tirer, en continuant le developpement, on aura 

F(x+k) = Fx + kfx 

fx = \- ^fx, 

a a 

76. ( AY^ = -j^+-^^A^fx, 



(n — l)a (n — l)a 

A»-Y^ = 1 A"/^ir. 

ho; na 



En snbstituant ces expressions, la seconde dans la premiere, la troisieme dans 
le resultat etc., on aura 

F(x + k) = Fx + kfx, 

\FCx + k) = Fx + -AFx+ ^^^'^ ''^ Afx, 



etc., et generalement, en restituant encore la valeur de fx (69.) 

78. Fix+k) =. Fx+^AFx+^^^A^Fx+hitlp^zM^^F^ . . . 

et AOL c . dCt 

2.3 .... «a" 



A;(A;-a)(Ar-2a) (A-««) /F(a;+Ar)-Fx' 

^ 2. 3.... na- 



/ F(a;+Ar)-Fx \ 



Les coefficiens de AFx, A^Fx etc. dans les termes de cette expression 

l(A_i) A(*_i)(A_2) 

sont —9 — 7 — 2 — 9 . o Q • • • • Ol pour abreger on les designe 

par \^—j \^—J (^—j . . . . , on peut aussi ecrire 

36* 
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79. F{x+k) = ^«+(-^) ^^*+(-^) ^'^^+ (4) ^'^^ • • • 



+ 



(4).--^<l>-»«)-(^^^±^^) 



Teile est ia formule generale de developpement qu'on peut appeler 
formule generale de Taylor. Elle est, comme on voit, semblable 
ä la Serie de differences de Newton et applicable ä une fonction quelcon- 
que Fx pour la developper en serie. Elle donne en m^me tems une ex- 
pressiou finie du reste de la serie. Si Ton designe par A, ce reste, 
savoir celui qui suit les n premiers termes de la serie apres le terme 
Fxy on a 

80. H. = (:A)_„_.„,..(Z<.±|1-.) 

k{k-a){k-2a) j k-na) f F{x-\-k)-Fx 



2 . 3 .... n 



J F[x+k)^Fx \ 



La serie ) comme nous Tavons vu, a ete trouvee par le soul moyen 
de transformations identiques. Son developpement est donc elabli de 
la maniere la plus rigoureuse. La serie est semblable a celle de Mr. Ser- 
vois, mais eile en diiFere en quelque sorte, surlout par lexpression du 
reste, qui s'offre en möme tems. 

Quant a Tapplication de la caracteristique A a Texpression du reste, 
il y a a remarquer que loutes les Pols qu'on ecrit x + a au lieu de x il 
faut, en vertu de la regle adoptee pour le developpement, mettre en 
m6me tems k—a au lieu de kj de sorte que X'\-k conserve la möme valear. 
On aura suivant cette regle par ex. 

F(x + k)—Fx _ FQc + }i)—F(x + a) FCx + k^—Fx 

81 / * ~ *""^ * 

] F(x + k)-Fx __ F(x + k)—F(x+2a) g F(a?+^)— F(.T+tt) F(x+K)-~Fx 

Ä "" k-2a Ä-a "^ k 

Si Ton vouloit developper Texpression du reste, on trouveroit que 
tous les termes de la serie se detruisent, et cela doit arriver effectivement 
a cause de Tidentite de Texpression. Par ex. si Ton s^arröte au second terme 
de la Serie en ecrivant 

Ol ^€1 ^OL li 



des fonctions angulaires et des facultas analytiques, §. 18. 281 



on a 



F(x+k) = Fx I ^^(^+«)-*J'^ I k(k-a)F(x+2a)-2k(k^a)F(x+a)+k(k-^a)Fx 

et 2a 

fc(fc — g)(A — 2a) r F(x + k)'-F(x + 2a) F(x + k)-'F(x + a) F^x+k^—Fx i 
■^ 2a' L fc-2a *-a '^ k T 

et cela donne 

= (H*-.)-2t(*-2g+(t-.)(>-2»)_ ,),(.+j) 

ou bien = 0, comme il faut. 

Mais il n'y a nullement a craindre que l'expression (78.)^ a cause 
de son identile, soit moins un veritable developpement, qu^une transforma- 
tion vague dont tous les termes se d^truisent muluellement Si les ter- 
mes de la serie (78.) vont en diminuant, il y a deja lieu de presumer 
qa'elle donnera approximativement la valeur de la quanlite Fix+k) qo'elle 
exprime, et si Ton peut demontrer que le reste R^ est zero pour ii = oc, 
la s6rie sera convergente et donnera eiFectivement la veritable valeur de 
F{x+k). Ge seroit une erreur de soup9onner qu^une transformation iden- 
tique ne puisse fournir un deveioppement reel. Au contraire, tont deve- 
loppement exact ne peut 6tre qu'une transformation identiqne. Le deve- 
ioppement d^une fonction en serie convergente n'est jamais qu^une trans- 
formation identique de son expression en une autre composee de termes 
rationnels et decroissants jusqu'a zero et dont le reste, qui suit un nombre 
infini de termes, est zero. 

18. 

j ,. AFx A'Fx A'Fx , , j i - • 

Les quotiens , — 3 — , — 5—, .... des termes de la serie gene- 
rale de Taylor (78.), si Ton y fait a = 0, n'etant autre chose que les co6f- 
ficiens differentiels de la serie particuliere de Taylor, il semble a la 
premiere vue, que cette derniere serie puisse ^tre tiree immediatement de la 
Serie generale, si Ton suppose que les factorielles ä(ä— a), &(A— a)(Ä— 2a) .... 
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pour a = se reduisent aux puissances /r^, /r^, A^ . . . . , car dans ce cas la 
Serie (78.), en y ecrivant dFx, 6'^Fx^ .... au lieu de 



a ' a' 



.... 



donne 



82. F(x + k) =^ Fx + kdFx + ^d'Fx + -^d'Fx.... 
^ 2.3....W ^ 2.3.... f» V /c / 

el c'esl la serie partieuliere de Taylor. 

Celle reduclioii de la serie generale (78.) a la serie parliculiere se juslifie 
complelemenl dans le cas oü la serie n'a qu'un nombre fini de lermes, car dans 

ce casles faclorielles k{k—a\ ä(ä— a)(Ä~2a), Ä(&— a)(Ä— 2a) [k—na) 

se reduisenl pour a = 0, sans le moindre doute, aux puissances ä% ä', — ft""^\ 
Mais si la serie se prolonge a Tinfini, c'esl-a-dire qne n puisse Stre oc, on 
n'esl pas sur, que la faclorielle &(ä — a)(Ä— 2a) . . . . (A— na) seit egale 
la la puissance &"'^\ puisque la valeur du facleur k—na pourroit 6tre quel- 
que aulre quanlite que k, m6me ou zero ou inGni pour a = el n = oc. 
On ne peul donc lirer iromedialemenl la serie parliculiere de Taylor de la 
serie generale dans lous les cas. Son developpemenl a besoin plutöt encore 
de quelques aulres reflexions, el d'aulanl plus que la serie n'a eiFecUvemenl 
lieu que sous cerlaines condilious. 

Parmi les modes nombreux de developpemenl qui exislenl de la 
serie parliculiere de Taylor, celui que donne Lag ränge dans la Iheorie 
des fonclions se dislingue par sa clarte el sa generalile. Mais ce develop- 
pemenl suppose hypolheliquemenl la forme de la serie el sa convergence. 
Mr. Servois, dans les memoires cites plus haul, donne un developpe- 
menl de la Serie sans faire ces hypolheses; mais dans son developpemenl, 
les coefficiens differenliels se presentenl sous la forme de series donl la 
convergence peul oiFrir des difficultes. Voici commenl on peul demontrer 
la serie parliculiere de Taylor uniquemenl a Taide des transformalions 
denliques, el de sorle qu'en möme lems les condilions de Texistence du 
developpemenl se fonl voir. 

I. Soil comme ci-dessus requalion idenlique 



83. 



de Sorte que. 



F(. + Ä) = F. + k(i^^+^^ et ^(- + ^y-F- = f,, 



k 
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84. F(x-\-k) = Fx + kfx. 
Faisons varier x de a e[ k de —a, comm.e plus haut, on aura 

F(x + k) = Fix+a) + (k--a)f(x-\-a), 

et en retranchant de cette equation celle (84.) 

85. = AFx-\'kAfx — af(x + a). 

Meitons de nouveau x+a et k—a au lieu de x et k^ nous aurons 

= AF(x + a) + (k — a)Af(x + a)—af(x + 2a) 

ei en y retranchant requation (85.) 

86. = A'Faj + ÄAYaJ-2aA/'(a: + a). 

En mettant encore x+a et A— a au lieu de x et k, Tequation (86.) donne 

= A'F(x + a) + (k'-'a)/^'f(x + a)-2aAf(x + 2a) 
et en en deduisant celle (86.) 

87. = A'Fx + kA^'fX'-SA'fCx + a). 

En continnant toujonrs ia möme Operation, on aura, comme les equa- 
tions (83., 84., 85., 86.) le fönt voir: 

F(x + k) = Fx +kfx. 



88. 



Af(x+a) _ A'Fx k A'fx 
a ~ 2a' "^2 o' ' 

A '/•(«+«) _ A'Fx k A'fx 
2a' ~ 2.3a»"*" 2.3 a' ' 

A'f(x + a) _ A'Fx k A'fx 

2.3....(n-l)a— » "" 2. .={... .na" "^ 2.3....« o" 

IL Ces equations, puisqu'elles sont identiques, subsistenl sans au- 

cune condilion ni restriction. Quand on y fait a = 0, les qnantites , 

A'Fx A'Fx , Afx A*fx A'fx \. . , ... 

et — - — y — i — y — i — • • • • se reduisent aux coef- 



• • . . 



a^ ^ a' a ^ a' ^ a 



ficiens differentiels de divers ordres des fonctions Fx et fx, que nous de- 
signerons par ^Fx, d^Fx, 6^Fx....\ dfx, ^^f^^ d^fx.... Si main- 

tenant fx, c'est-ä-dire . (69.) est lel, que f{x+a)^ 
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— — — ■ — ^, — '-^^ — - •»••, dans le cas de a = 0, ne different pas de 

/a?, —^9 —^ 9 *®s quantiles , —^ , ^, 

se reduisenl egalement aux coefficiens differentiels dfx, ^Y^^ ^Y^ • • * • ^^ 
/(or + a) se reduil a fx. Donc sous cette condition les equations (88.) 
se reduisent ä 

F(x + k) = Fx + kfx, 
fx = dFx + kdfx, 

ofx = -^ + -^, 

89. ( d^fx ___ d'Fx kd'fx 
2 ■" 2.3 "*" 2.3 ' 



ö— 7a? _ ö»fa? , ÄÖYoj 



2.3. ...(«-!) 2.3. ...f» ' 2.3. ...n' 

Substituant ces expressions, la seconde dans la premiere, la troisieme 
dans le resultat etc. on aura 

F(x + k) = Fx + kdFx + k^dfx, 

F(x+k) = Fx + kdFx + '!^d'Fx + ^d^fx, 
90. / , • » 

F(x + k) = Fx + kdFx + ^d'Fx + -^d'Fx + -^d'fx. 

et en general, si Ton restitue encore l'expression de fx (69.) 

91. F(ic+Ä) = Fx+kdFx + ^d'Fx+-^d'Fx .... 



. . • « 



+ „ .*• a-F.+ .. r s- ^'<-+*)-''^ 



) 



2.3. ...1} 2.3. ...1} \ /r 

C'est, comme on voit, la serie parliculiere de Taylor. L^expression du 
reste de la serie, qui soH ses n premiers termes apres celui Fx et que 
nous avons designe plus haut par R^^ est ici 



92 






F(x + Ä) Fx 

oü la notation o" veut dire, que dans le quotient h ^^ ^^il 

mettre x + a au lieu de a; et A — et au Heu de k, puis retrancher du re- 
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sultat le qootienl primitif , faire a = dans la difference et repeter n fois 
cette Operation. 

III. Le developpement que noas venons de faire de la serie par- 
ticuliere de Taylor s^execute, comme on voit, sealement a l^aide de trans- 
formations identiques. II est donc exempt de toute incertitude, aussi bien 
que celui ci-dessus de la serie generale de Taylor. 

Mais en m^me tems il fait voir ies conditions qui doivent ^tre 

remplies si l'on veut que la serie subsiste. EUes s'expriment par Ies equa- 

tions suivantes: 

f(,x+a) = fx 

Af(x + a) ^ Afx 
a a 

93. I^!f(^+^ = ^!f^ \ pour a = 0. 





a 






a 


A 


'f(^ + 


«) 


= 


A'fx 




a» 




o' 


A" 


• • • 

'f(x + 




. 






o" 






a" 



Puisque fix + aj^-fx = ^fx, Af{x + a) — Afx = A'^fx, 

AY(a? + a) — AY^ = A^fxeic.^ elles peuvent 6tre aussi exprimees par 

Afx = 
= 



A'fx 



a 

3 
"2 



94. l^I^ = \ pour a = 0. 



a 



^ = 

«"-' 



,. Afx .^ ^ ^- A^fx 02/. AY« r»3/. ^1 

OD bien, — - — elant = dfx, — ^= ä fx, — 5—= d fx etc. pour 

a = 0, par 

adfx = 0, 

ad^fx = 0, 

95. lad^fx^O, 



adyx = 0. 
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IV. Les equalions (94. et 95.) donnent les conditions de Texistence de 

F(x 4- &^ Fx 

la Serie (91.) et elles les exprimenl per la quantite fx = ^ /^ '-. Mais on 

peut les reduire aussi a d'autres qui se rapportent a la fonction Fx eile mdme. 
Les equations (76.), en parlant de la seconde, donnent 

afx =: AFx -\'{k'-a)^fx, 
A'Fx , k-2a A'fx 



96. 



AVa; _ A'Fx A-3a A^'fx 
a ~ 3o' + 3 ■ a' ' 

AY^? _ A'Fx A — 4a A*fx 
a' - 4a' ■*■ 4 ' a' ' 

A"-Y a; _ A^fj k -na A'^fx 

Sopposons que les equations (94.) ont lieo. Dans ce cas la Serie 
(91.) aura lieu egalement, pareeque les equations (94.) expriment les con- 
ditions de son existence. Substituant les equations (94.) dans Celles (96.) 

et supposant encore 

97. afx = pour a = 0, 



on aura 



AFx = 



a 



A^Fx 
98. ( 5 — = ) pour a = 0. 

^ a ' 



A'^Fx _ 



AFx A^Fx A^Fx 
ou bien, elant = d fx, j— = d"^ fx, 5—= d^fx.... pour 

a = 0, en reunissant (97. et 98.) 

afx =^ 

a6Fx = 

99. ( ) pour a = 0. 

ad'Fx = ^ 

ad'^Fx = 
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Si les equations (94.) n'avoient pas iieu^ celles (97. et 98.), et par 
suite (99.) n^auroient pas lieu non plus, comme on le voit par les equa- 
tions (96.). DoDc les equations (99.) expriment lesconditions de Texistence 
de la Serie (91.) et les equations de condition (95.) sont mainlenant reduites 
a d'autres oü entre la fonction Fx. Voyons ce qu'elles donnent pour les 
co^fficiens dFx, 6'^Fx etc. 

V. La premiere des equations (99.) a toujours lieu, mömo si fx 

etoit =oc; car puisque la quanlite a n'entre pas dans fx = ;l ^ ^ 

Oü peut toujours la supposer teile, que afx seit zero, par ex. en suppo- 

sant a = ^^ >. , on a afx =■ -^r- et afx = 0, si fx = oo. Mais les au- 
(fxy ' ' fx ' ^ ' 

tres equations (99.) demandent que les ceiffficiens differentiels dFx^ d'^Fx .... 

ne soient pas infiniment grands; car supposons dFx = oo pour a = 0, 

cBtte quantite etant egale ä y on auroit = oo pour a = 0, donc 

AFx pourroit avoir une valeur finie et ne seroit pas necessairement zero, 
resultat contraire ä la premiere des conditions (98.). Supposons d^Fx = oo 

pour a = 0, cette quantite etant egale a j — , on auroit ^ — = x> pour 

a = 0, donc le seroit egalement et non pas necessairement zero, 

resultat contraire a la seconde equation (98.) etc. 

Les conditions (95.) ou bien (99.) se reduisent donc ä ce que dFx, 
d^Fx etc. ne doivent pas 6tre oc. Donc la serie particuiiere de Taylor 
(91.) ne subsiste que dans les cas oü les coefficiens differen- 
tiels dFxy d'^Fxy .... d'^Fx sont des quantites finies. Elle n'au- 
roit pas lieu si quelques - uns de ces coefficiens ou un seul coefficient 
etoient infinis. 

VL II y a encore a remarquer que la serie particuiiere de Taylor, 
si d'ailleurs les coefficiens differentiels 6Fxy 6'Fx .... ne sont pas des 
quantites infinies, peut subsister, möme dans les cas oü k est infiniment 
grand. Car supposons la condition remplie que dFxy d^ Fx .... sont des 
quantites finies, les equations (99.) et par suite celles (97. et 98.) auront 
lieu. Mais si aFx = et AFx = la premiere des equations (96.) donne 

= + (&— a)A/'x^ c'est-ä-dire Afx = pour une valeur quelconque 

A^Fx 
de k, et ä plus forte raison Afx=^0 si ä=oo. Puis, Afx et 

37» 
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elant zero, la seconde des equations (96.) donne = OH ^ — ? 

doiic — est zero pour une valeur quelconque de A et a plus forte rai- 
son ^ = si k = oo et ainsi de suite, de sorte que toutes les equations 

de condition (94.) seront satisraites egalement. Donc la serie (91.) peut sub- 
sister, möme dans le cas oü k est oc. 

On voit que les conditions que nous venons de trouver pour Texistence 
et la validite de la serie particuliere de Taylor doivent necessairement ötre 
connues pour les applicalions de cetle serie. D'ailleurs la serie n^est pas en- 
core convergente si eile satisfait aux conditions (V.). Ces conditions ne se 
rapportent qu'ä son existence. 

19. 

Ayant trouve et demontre les series que presente le developpement 
d'une fonction quelconque en variant ses elemens, il s^agit maintenanl de 
juger la convergence de ces series dans les cas definis, c*est-a-dire 
de juger la valeur du reste de la serie. Si cette valeur ne diminue pas 
en augmentant le nombre des termes et ne converge pas vers zero, la serie 
est saus but. 

Si la valeur du reste de la serie pouvoit Stre trouvee exactement, on 
pourroit juger immediatement sa convergence en faisant n=^oo dans Texpression 
du reste. Si cela donnoit zero pour la valeur du reste, la serie seroit conver- 
gente, et divergente dans le cas contraire. Mais il est evidemment impossible 
de trouver Texpression exacte et finie du reste, toutes les fois que la serie 
est infinie: car si cela etoit possible, on auroit une expression finie de la 
fonction proposee et sa valeur cesseroit d'^tre exprimee approximativement 
par la serie corome le demande Thypothese, roais par un nombre fini 
de termes. 

II faudra donc plutöt se contenter d'evaluer approximativement la 
valeur du reste, c'est-a-dire de trouver des limites dans lesquelles cette 
valeur doit ötre comprise. 

On connoit les expressions des limites de la valeur du reste de la 
serie particuliere de Taylor. Mr. Lagrange les a donnees par la 
voie des integrales definies. Mr. Ampere a simplifie et perfectionne la 
recberche de ces limites dans un memoire insere dans le 13°"^ cahier du 
Journal de Tecole polytechnique, et a m6me etendu ses recherches aux 
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fonctions de plusieurs variables dans le 11"''' cahier da 17"''' tome des an- 
nales des mathematiques de Mr. Gergonne. II ne noas reste donc ici 
qu'entre prendre la rechercbe des limites du reste de la serie generale de 
Taylor. Ces limites peuvent ötre trouvees de la maniere suivante. 

20. 
1. Soit (p{x,k) une fonction queiconque des deux qaantites x et 
ky variables toutes les deux, mais soumises a la condition, que si par ex. 
X varie de a^k varie en möme tems de — a. Supposons aussi que (p{x,k) 
nW\ pas de valeurs imaginaires ni d'infinies, mais que toutes les valeurs de 
cette fonction, pour les valeurs differentes de ses elemens x et k^ depuis x 
jusqu'ä X'\-k et depuis k jusqu'a 0, soient reelles et finies, de sorte que 
(p{Xy k)^ dans Tetendue indiquee des elemens, est une fonction continue. 

Cela pose, faisons varier continuellement a; de a et en m6me tems, 
suivant la condition ci-dessus, /r de — a, on aura en faisant usage du signe A^ 

q)(x-\-a, k — a) — g>(x,k) = Aq>x, 
<p(x'\-2a,k—2a) — q)(x':{-ayk'—a) = A(f(x-\-a)^ 
100. (y(aj + 3a,*-3a) — 9)(a: + 2a,Ä — 2a) = A(p(x + 2d), 



q)(x'\'ma,k — ma)— qp(a; + (m — l)a, Ä— (m — l)a) = Aq>(x + (m — l)a). 

La somme de ces equations est 

101. g>(x-\'ma,k — ma) — g>(x,k) = /\(px-\- A<p(x + ä)'\' Aq>(X'\'2a) .... 

+ Aq)(x + (m — l)a), 



.... 



La quantite a etant arbitraire, on peut supposer ma = k. Cela donne, en 
divisant par k^ 

^g g>(x+k,0) — q>(x,k) _ Ag>x+Ag>(x+ä) + Aq>(x+2a) \-Aq>(x+(m—\)a) 

k "~ ma 

Supposons 

103. Ag>x + Aq>(X'\'a) + Aq>(x + 2a) \- A(p(x + (m'-l)a) = mAfp(x+f4a)^ 

Texpression (102.) se reduira a 

jQ^ (pix+k,0)-'(p{x,k) ^ A(pix+iua) 

k a 

Maintenant Texpression (103.) fait voir que les quantites A(pxy Afp{x+a\ 
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Aip{x'\-2a)^ ...., soit qu'elles aient tootes le m^me signe, soit que leurs 
signes soient differents, ne peuvent ölre, toutes en mörne tems, ni pIns 
grandes ni plus petites que la quantite A(p[x-\-fia)^ car si cela etoit, la 
somme des m quantites Acpxy A(p{x + a)^ .... seroit ou plus grande ou 
plus petite que m fois la quantite A(p{x-\-fia) et non pas egale ä ce 
multiple de Ay(a; + ^ia), comme le veul Fequation (103.). Donc, toutes 
les quantites Atpx^ A(p{x-\-a)^ .... ne pouvant 6lre egales entre elles, il 
y en aura necessairement parmi elles quelques unes de plus grandes et 
d'autpes plus petites que A(/)(a; + .ua). Donc la valeur de Aq)[x-\- fia) 
sera necessairement comprise entre celle de la plus grande et celle de la 
plus petite des quantites A(fXy A(f{x-\-a)^ A(f{x-\-2a)^ .... c^est-a-dire 

entre la plus grande et la plus petite valeur de Atpx. Donc aussi — ^Kp-^f^^) 

sera comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de — ^^ et, 
— ^^^ ^^^ etant egal ä ^^^ ' )'~'Vk^^ ) j^ valeur de cette derniere 
quantite sera comprise entre la plus grande et la plus petite valeur que 
— ^-^ ou bien — ^^ ' puisse avoir pour les valeurs differentes de x et k, 
depuis X jusqu'a x-\-k et depuis k jusqu'a zero. 

II. La quantite' GS etant arbitraire, on peut la supposer zero. Dans 
ce cas la quantite — ^— se reduil au coefGcient differentiel d(px. Donc le 
tbeoreme que nous venons de trouver fait voir, dans ce cas particulier, 
que la valeur de ^^ '—^ — ^^^' ^ est toujours plus grande que la plus 

petite^ et plus petite que la plus grande valeur du coefficient diiFerentiel 
dipxy (px etant une fonction continue de x depuis x jusqu^a x-\-k et 
depuis k jusqu'a 0. C'est le tbeoreme de Mr. Ampere, quMl a demontre 
a Tendroit cite. 

21. 

Nous allons maintenant appliquer le tbeoreme general du paragraphe 
precedent a la serie generale de Taylor (78.). 

I. Mettons dans cette serie A+« et k—a au lieu de or et Ar et 
deduisons du resultat la serie primitive^ nous aurons, en designant le reste 
de la serie suivant (80.) par R^: 
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= F(x4'a)-^Fx 

O OL 

-I- ^'- °)C* -f X*-3al^. K*-«y-2«) ^.^^ 

^ 2.5. ...na" ^ "^ 2.3.... na" 

+ AÄ, 

00 bien 

= AFjj 

+ -^^^^AF(a; + a)--^^^AFa; + AFaj 
a ^ a 

Ja Ja a 

(A-aX*-2«)....(fc-«a) ^, ( fc-n«XA-aXA-2«)....(A-(n-l)«) ^.j,^ 

2.3 na' 2.'6....na'' 

(k - aXk- 2a) . ■ ■ . (A- (« - l)a) 
2.3....(n-l)a— » 

+ AB., 

c'est-ä-dire 

= AFx 

a 



* 



, (k — a)(k — 2a).,_ A— a.,_ 
Ja a 



(/f-aX&-2a)....(/t~iia) ^,^ (fc- aX^— 2 a) . . . . (/r-(n-l)a)A"Fa? 

■^ 2. 3.. ..na- 2.3....(w-l)a— ^ 

-+ Aä.. 

Dans cette equation tous les termes a droite se detruisent, excepte 
AA. et Ja premiere parlie de Tavant derniere ligoe; donc eile donne 



ou bien 



^ ^ (k-aXk-2a) . . . .(k-na) ^..„y^^ ^^^ 

J.ö....fia 



105. Ail. ==- (*-«)l^-2«)----(^->»«) ^.,,^^^ 

2.3 ... . na'^ 



'* 



.M 
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Designons, pour abreger, par To, Ti, Ti^ .... las termes de la serie 
(78), de Sorte que 

106. F(x+k) = r, + r, + T, + r3....+T, + Ä,, 



on a 



et 



2.6 .... i!(n + l)a*+^ 



2.0 . . . . wa" Ä ^ ' 



donc en vertu de (105.) 



109. ^^ = -- ^T.^.. 

II. Maintenant 

110. Ä. = k(k-aXk-2a)....(k-na) ^,^F(a, + k)-F.s 

2/6 na"" \ k / ^ ' 

est une fonction de x et k, et le signe A dans son expression veut dire, 
que X doit Stre varie de a, et k en inöme tems de — a. A/{^ sera une 
fonelion semblable. Donc les quantites R^ et AÜ. seront deja compara- 
bles aux fonctions (pix^k) et A(p{Xyk) (§. 20. I.) en ce qui regarde leur 
compositiou. Elles leur seront comparables en tous les points si la fouc-^ 
tion R^ a la propriete de n'ötre ni infini ni imaginaire pour aucune valeur 
des elemens x e\ k depuis x jusqu'ä x+k et depuis k jusqu'a zero. Con- 
siderons d'abord un nombre fini de termes de la serie (78.). Si aucan 
de ces termes n'est ni infini ni imaginaire pour aucune valeur des elemens 

X et ft. cesl-a-dire si aucune des differences , — § •• — - — , et 

Fx lui mdme ne Test pas, la somme des termes sera dans le m6me cas; 
et si encore F{x+k) est reel et fini^ le reste R^ sera necessairement une 

AF'ic 
quantite finie et reelle egalement. Donc si aucune des quantites Fx^ 



a ' 



• . * . 



a^ ' a" 



dans la serie (78.), n etant d'abord supposee un nom- 
bre fini, n'est ni infini ni imaginaire, le reste R^ de la serie sera une fonc- 
tion de x et A parfaitement semblable a la fonction cp{x^k) (§.30. I.) et 
Ton pourra supposer 

111. Ä, = V{^,h). 
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111. Remarquons d'abord qu'en ecrivant dans Texprcssion du reste 
R„, x-{-k an lieu de x, et d'apres la condition^ aa lieu de ky la valeiir 
du reste se reduira a zero. En effel Texpression (78.) donne 

112. K = a>(a:,Ä)==F(x + Ä)--Faj~-AFaj-^^^|=^A'Faj.... 

k(k-a)(k-2a)....(Jt-{n-\)a) ^,^^ 

2.3 na" 

et si dans cette equation on fait x=^x-\-k et A = 0, eile donne 

113. Rn = y(ir + A,0) = F{x-^k)-F{x^k) = 0, 

les valeurs de toules les quanliles AFx^ A^Fx, .... ATx etanl sup- 

ß • J a I ...» CPC^ + Ä, 0)— CPC^?, Ä) 1 

posees hnies: donc en composant la quantite -^ — ■ — —r — -^ — - pour la 
valeur actuelle R^ de (p{Xy k) on voit que celte quantite est = — ^ / 

Rn 



h 
IV. Mais suivant le theoreme (§. 20. I.) la valeur de la quantite 

— '—^ — ^^^' ^ est toujours comprise entre la plus grande et la plus 

I j Ag>(x,k) j , ^. . (p(x-\-k,ö) — w(x,k) .. . 

petite valeur de — iA_i_>L; Jone la quantite l — elant 

— ^^ dans lo cas actuel, le theoreme nous apprend que la valeur de 

7^ est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de 

— ^^^' ^ = -^ ou bien —j~ entre la plus grande et la plus petite va- 

leur de — 



a 



n+ 1 
V. Celle derniero quantite est egale a — T^"^n+i (109. J, donc la 

R 

valeur de — r^ est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de 

n 
n -J- 1 

— T— r„.i, ou, ce qui est la mdme chose, Ä« Test entre la plus grande 
k 

et la plus pelite valeur de («+l)r„^i; r„+i etanl le premier terme du 

reste R„, 

Donc nous venons de trouver le theoreme suivant. 
Si dans la Serie generale de Taylor (78.) les valeurs de loutes les 
quantites F{x-{-k), Fx, AFx, A^Fx, .... A'^Fx {n elant suppose 

Cr*»lle'8 Jonrnal d. M. VII. Bd. 3. Hft. 38 
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d'abord un nombre fini) sont reelles et finies pour toutes les valeurs 
des eleinens x ei k depuis x jusqu'a x-\-k et depuis k jusqu'a zero, 
la valeup du reste B„ de la serie, qui suil le w"* terme apres le pre- 
mier, est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur que 
son premier terme T^+j peut avoir pour les differenles valeurs des 
elemens x et k, 

VI. Ce theoreme suppose que le nombre des termes de la serie 
qui precedent son reste est fini. Mais on peut faire voir que^ sous les 
conditions etablies, le theoreme a egalement lieu pour un nombre infini 
des termes. 

Si les termes de la serie vont en augmenlant, eile est evidemment 
divergente et il n'est plus question du reste. Si les termes sont egaux 
entre eux, et de m^me signe, le theoreme donne des limites infinies pour 
la valeur du reste, comme il le faut. Si les termes de la serie sont de 
grandeur egale et de signes differents, la serie n'exprime aucune quantite 
determinee. II ne reste donc que le eas oü la valeur algebrique des termes 
de la Serie va en diminuant par termes ou par groupes de termes. 

Si dans ce eas le theoreme donne des limites finies pour la valeur 
du resle R^ qui suit un nombre fini de termes, cela fait voir que la va- 
leur de la Serie dans toute son etendue est finie, car R^ exprime la somme 
de tous les termes de la serie ä Pin fini, qui suivent le n!^"" apres le 
premier. Donc aussi une partie quelconque de la serie, a partir de son 
premier lerme et allant m^me jusqu'ä Tinfini, aura une valeur finie, les 
termes ayant ete supposes decroissants, ou par termes ou par groupes, et 
la partie ne pouvant 6\re plus grande que le tout. La somme des ter- 
mes qui precedent le reste de la serie aura donc toujours une valeur 
finie, m^me si Ton prend un nombre infini de termes. Mais la condition 
(II.) de Texactilude du theoreme veut que la somme des termes qui pre- 
cedent le reste soit finie; donc le theoreme a egalement lieu pour la valeur 
du reste dans Tinfini. 

VII. Si la plus grande et la plus petite valeur du premier terme 
du reste dans Pinfini, prises {n+i) fois, sont zero toutes les deux, le reste 
de la serie, qui suivant le theoreme (V.) est compris entre ces deux limites, 
le sera egalement. Donc la serie sera convergente dans ce eas. 

VIII. Puisque la serie generale de Taylor (78.) se reduit a la 
Serie particuliere du möme nom (91.) quand on fait a = sous condition 
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qu'aucun coefficient differentiel ni le reste ne soient infinis (§. 18. V.) et 
qiie cette condition s'accorde avec celle de Texactitude du theoreme des limi- 
tes du reste de la serie generale^ qu'aucun de ses termes ne doive dtre 
infiniment grand: le theoreme aura Heu egalement pour la serie parti- 
culiere de Taylor et 

la valeur du reste de cette serie qui suit un nombre quelconque n de 
ses lermes sera toujours comprise entre la plus grande et la plus 
petite valeur du premier terme du reste, pris (^+1) fois, sous con- 
dilion qu'aucun coefficient differenliel ne seit infini ni imaginaire et 
que la serie aille en decroissant. Si ces limites de la valeur du reste 
sont zero dans Tinfini^ la serie sera convergente. 

22. 
Quant a la serie generale de Taylor, il y a un cas particulier, 
oü le theoreme des limites de la valeur du reste trouve ci-dessus, ou 
plutöt la serie eile mdme, n'ont pas lieu si Ton prend a Tinfini le reste 
et la serie. C'est celui oü toutes les differences AFa?, A^Fxy .... sont 
egales entre eil es et a la fonction Fx, et alternativement positives 
et negatives. Nous verrons plus bas un exemple de ce cas en trailanl des 
facultes analytiques. 

Dans le cas d'exception la serie (78.) donne 

114. F{x + k) = Fx{l--+-^^^ ^ ^/g^^, ^ >>-0 + ^- 

Mais on a, comme on le verra plus bas dans le developpement des puis- 
sances, 

115. ,_A_K^_K^-;y-2a) ....^ ^ ^^^ 

a 2a' 2.3a' ^ ^ 

et (1 — 1)" est zero toutes les fois que — >>0; donc Tequation (114.) se 

rednit a 

116. F{x + k) = Rn. 

De Sorte que Tevaluation du reste R„ de la serie par ses termes cesse 
d'avoir lieu dans Tinfini, puisque la serie, si on la continue a Tinfini, 
n'existe plus. 

Si Ton vouloit appliquer le theoreme des limites du reste R„ au cas 
actuel, en supposant n = oc^ on trouveroit pour limites du reste la plus 

38* 
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grande et la plus pelite valeur que la quantite — -\ii — Vm ^^For 

peut avoir poar toutes les valeurs des elemens x ei k depuis x jusqu'ä 
a!+& et depuis k jusqu a zero. Mais la quantite — ^^ ^y— ^ ^ ^ -^ 

comme on le verra plus bas, est zero pour n = oc toutes les fois que — 

ou bien &>0; donc on trouverolt R^ = pour w = 3c et la serie (114.) 
donneroit 

117. FCx + k)==Fx(l--^ + ^^^tl^ ) = (l^iyFx = 0, 

ce qui est evidemment faux. iMais Tapplication du theoreme des limites 
du reste de la serie n'a pas lieu ici, puisque la serie qui precede le reste 
est zero pour une valeur queleonque de x^ si & est >0, de sorte qu'au- 
cun lerme qui pouvail servir a Tevalualion du reste n'existe. On verra 
encore plus clairement la raison de cetle exceplion dans la demonstration 
möme du theoreme des limiles (§. 21.). En effet une des conditions de 
l'exaclitude de ce theoreme, comme le fait voir (§. 21. III.), est, que 
(f{x+k^O) doit etre zero en supposant R„==(p{Xyk), Cette condition 
cesse d'elre salisfaile dans le cas acluel, car ici le resle R„ est la quantite 
F{x-\-k) eile mdme, qui n'est pas zero en y metlant x+k au lieu de 
iT et au lieu de k, mais plulöt invariablement F{x-{-k). La conclusion 
de (§. 21. III,) que (p{x + k^O) est nul puisque tous les termes qui pre- 
cedent le reste se detruisent en mettant au lieu de ft et o^ + A au lieu 
de X excepte le premier terme qui donne F{x+k}^ de sorte F{x-\-k) = 
F{x+k^'\- R„ et R„ = 0, n'a pas non plus lieu ici, puisque la serie eile 
möme qui precede le reste est zero et cesse d'exister. 

II est vrai que la somme de la serie (114.) qui precede le reste 

R„ n'est zero qu'autant que — >0 ou bien Ä>0 et non pas dans le cas oü 

k =^ e\ X = X + k. qui est un de ceux qui se presenlent dans Tevaluation 
des limites du reste. Dans ce cas on a (1— iy' = l et Tequation (114.) donne 
F{x-\-k) = F{x-{-k] + R^. Mais cette derniere equation donne R^ = 0. 
Donc le reste est nul dans ce cas, et cela s'accorde avec le theoreme des 
limites; d'oü Ton voit que ce theoreme est loin d'^tre en defaut, möme 
dans ce cas actuel. II cesse seulement ici d'etre generalement applicable. 
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La valcur du reste de la serio est discontinue dons ce cas. En 
effel requation (114.) donne R„= F(x'\- k) pour une valeur quelconque de k 
plus grande que zero, et ß„ = pour k = 0. 

D'ailleurs il n'y a qu'un seul cas^ celui de la nonexistence de la 
serie^ ou bien de son independance des elemens x et k^ oü le theoreme 
des limiles du reste ne soit pas applicable. II Test eiTectivement dans tout 
autre cas oü les (erraes de la serie qui precedent le reste dependent des 
elemens variables x et k. 

L'exception de la regle n'a pas meme lieu^ si la serie de develop- 
pement n'est pas infinie mais plutöt finie; dans ce cas la somme des termes 
qui precedent le resle n'est pas zero, mais eile depend de x et k; donc 
ie theoreme des limites y est applicable. Si Ton ne prend qu'une parlie 
des termes de la serie finie, le resle sera compris entre les limiles du 
Iheoreme. Ces limites se reduisent par elles mömes ä zero ä la fin de 
la serie. L'exception, comme nous Tavons dit^ n'a donc lieu que dans le 
seul cas oü les differences AFxy A'Fx, A^Fx, .... onl des valeurs ega- 
les et des signes alternativement differents, et oü la serie est infinie. Dans 
ce cas le developpement meme de la serie n'a pas lieu, et par cetle 
raison le theoreme des limites n'a lieu non plus ni pour un nombre infini 
ni pour un nombre fini des termes. 

23. 

Les limiles de la valeur du reste de la serie generale de Taylor 
trouvees (§21.) seront ordinairement assez eloignees Tune de Taulre, sur- 
toul ä cause du coefficient n-\-\ dans Texpression (w + l)r„^i, lequel 
est infiniment grand pour n == ^. Mais il existe des limiles beaucoup 
plus resserrees qu'on trouve comme suit. 

L Nous avons vu plus haut que 



ou bien 



118. AÄ„ + -^^i-^r«H = (109.), 



119. A/g.+ (^-'^)(^-^^)--;(^-^^«) ^n^.p^ ^ 0. (105.) 



Cela donne 

^^^' ^^^-^ 2.3. ...n ^i^TT— -0. 

Soit M la plus peli4e et iV la plus grande des valeurs que la quantite 
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:pi — peut nvoir poup les valeurs differenles de x depuis x jusqu'a x + k. 



de Sorte que 



121. J, >^/<iV, 



Tegalile elant la limite pour la valeur des signes > et <; el y comprise, 
on aura en vertu de (120.) 

122. Afi„-h <k-aXk-2a)....(k-na)^j^^ 

et 

123. AR, + ^ ^''-"^^\-^"^-- --^±=^N>0. 

II. Mettons k—a au lieu de k dans Texpression ^ "" "oS^"" r -L'n ""^ 
et deduisons du resultat la quantite primitive^ nous aurons 

V 2.3. ...(n + 1) /"" 2.3....(fi+l) 2.3. ...(« + !) 

"" 2.3. ...(n+1) ^^ (n + l)a-Ä) 

donc 

194. __ A/^^(^""'*)(^~'2a) (Ji—na)\ __ a(k — aXk-'2a) (k — na) 

" \ 2.3. ...(w + 1) y ■" 2.3....n ' 

La quantite a droite dans cette expression est egale au facteurs de 
if et iV dans (122. et 123.); donc ces dernieres expressions peuvent ötre 
representees par 

125. AB.-i»fA( *^*-"y-^">/--\^*-""> )<0 

et 

126. A/?,^iVA( ^^^--y"^")/'''^^~^^^ )>0, 

^ J.o . . . . (^it + Ij y 

ou bien, M ei N etant des constantes sur lesquelles le signe A n'a point 
d'effet, par 

127. aU-M K*-«XA-2«). (k-na) l 
L 2.0 . . . . (n+ 1) J 

et 

128. Ak--iv^^^-"yt--^")/'';,^^--^^n>o. 

L 2.0 . . . . (n-f-1) J 

Dans ces expressions les quantites qui, sous le signe A, suivent R^ ne sont 
nutrc chose que la plus petite et la plus grande valeur du premier terme 



-/ 



des foncHons angulaires et des facultas analytiques, §. 23. form, 129. — 133. 299 
Tn^i do resle B„; car ce lerme est suivant (78.) 

k(k-aXI^ - 2a) (k—na) A^+^Far 



129. n+i = 



2.3....(n + l) a-+i 



ei M ei N en vertu de (121.) sont la plus petite et la plus grande valeur 
de ZT\ — t donc 

130. M '^^* ~ °y ~ ^°^: ■ • • ■'^* ~ " "^ est la plus petile valeur de T„+, et 

131. iV Q Q~ / ' ' \ t — ^^ est la plus grande valeur de T^^i. 

III. Cela pose, si, dans la serle (78.), les quanlites F{x+k) et 
Fx avec les n+i premiers termes qui suivent Fx, n elant un nombre 
fini, ne sont ni imaginaires ni infinies, le reste R^^ comme il a ete remarque 
(§.21. II.) ne sera egalement ni imaginaire ni infini; donc les quanlites sous 
le signe A (127. et 128.) composees du reste R„ et de son premier terme 
7^.1+1 (130. et 131.) seront des fonctions de o? et ft ni imaginaires ni infinies 
pour aucune valeur de leurs elemens. Donc ces quantites seront parfaite- 
ment semblables a la fonclion (f{x,k) supposee (§. 20.) et on pourra faire 

'«ä- "■-"- a.3....(..+i) ^ = 'f' ''^. ») «' 

183. «.-^ *'*-°;'*7'°'-^'*-°'-' = ^.(x,t). 

IV. Donc, en vertu de ce qui a ete demontre (§. 20.), la valeur 
de la quantite l ^ sera toujours comprise enlre la plus pelite 
et la plus grande valeur de — ?M^!_Z^ et la quantite ^ ' i — 

entre la plus petite et la plus grande valeur de — jEA^-J., 

Mais nous avons vu (§. 21. III.) que R^^ en y mettant x+k au 

Heu de a; et au lieu de k^ se reduit a zero. II en est de mäme des 

üuanlites if K^^ «)(^-2a) . . . . (/r-na) ^ k(k-aXk-2a) , . . .(jk^na) 

quanlites M 2.3.... («+1) ^* ^ 2.3.. ..(n+l) ' ""^^ 

quantites ayant k pour fäcteur. Donc les quantites cpi {x^ k) ei ip^ {x, /r), 

(132.133.), en y mettant x + k au lieu de a? et au lieu de &, se redui- 

sent a zero, et on a (fi{x + k^(i) = et (p2{x-\'kyO) = 0. Par la les 
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quantites y. ('^ + *> 0) - ^ ■ (^. *) et ^>±M^Zl^-iiO ,, p^duisent ä 

___?iifi_Z et — f' ' Donc en verlu du theoreme (§. 20.), qiie nous 
venons de eiler, la quanlile — J sera coroprise enire la plus pelile 

el la plus grande valeup de — ^'^^' ^ et la quanlile — ^''^, ' ^ enlre la plus 

polile el la plus grande valeur de — '^ ou bien — ^ l * sera com- 

prise enlre la plus pelile el la plus grande valeur de A (fi ,Xy k) et 
— ^^'^^' - enlre la plus pelile et la plus grande valeur de ^(p^ix^k), 

V. Mais les quanliles Acp^ix^ k) el Ay,(ic, &), comme le fonl voir 
(132. et 133.), ne sont aulre chose que celles (127. et 128.). Ces dernieres 
quanliles, comme le Tont voir les expressions (127. et 128.), onl la pro- 
priele de n'avoir, la premiere que des valeurs negatives, et la seconde 
que des valeurs posilives. Donc aussi la plus pelile et la plus grande va- 
leur de A(pi{x,k) seront negatives en mäme lems et la plus pelile el 
la plus grande valeur de A(p2{Xy k) posilives toutes les deux. En appli- 
quanl celle remarque au resullat (IV.) on en lire la conclusion que la 

quanlile '^^ ' ^ sera loujours negative, c'est-ä-dire <C0 el la quan- 
lile ^^^ ' - loujours posilive, c'esl-ä-dire >0. Donc les quanliles 

(p^iXy k) et cp^iXy k) Buvoni necessairemenl des signes diiferenls, c'est- 
a-dire, si l'une est >0, Tautre sera <;0. 

Mais ces quanliles, comme le fonl voir les expressions (132. 133.), 
ne sont aulre chose que les diiTerences enlre le resle R^ el la plus pelile 
el la plus grande valeur de son premier lerme. Donc la valeur du resle 
est comprise enlre la plus pelile el la plus grande valeur de son pre- 
mier lerme. 

VI. On a suppose jusquMci que le nombre des termes qui prece- 
denl le resle esl fini (III.), mais en verlu des reflexions (§. 21. VI.) le 
resullat a lieu encore si meme le nombre des lermes est infini; donc on a 
le Iheoreme suivanl. 

Si dans la serie generale de Taylor (78.) les quanliles F{X + k) el 
Fx el lous les termes de la serie qui suivenl ne sont ni imaginaires 
ni infinis et vont en diminuanl, la valeur du resle R„ qui suit les n 
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Premiers lermes apres Fx est comprise enlre les valeurs de son pre- 

mier terme — ^^ ^.-^^ -. 1^^ — -j — correspondantes a la 

2,6 . . . . (w + 1) a""*"^ ^ 

plus grande et a la plus petile valeur que peut avoir Ja quantite — ^^^^^^ — 



a 
pour les differentes valeurs de x depuis x jusqu'a x + k. 

On voit que si dans Tinfini ces valeurs du premier terme du reste 
R^ sont zero toutes les deux, le reste sera zero egalement. Donc dans 
ce cas la serie sera convergente. Si les deux valeurs du premier 
terme du reste dans Pinfini ne sonl pas nulles mais finles ou infinies et 
de mäme signe, la serie sera divergente. 

VII. Puisque la demonstration de notre Iheoreme a lieu pour une 
valeur quelconque de x, et möme pour a = 0^ qui est le cas de la serie 
particuliere de Taylor sous la condition (§. 18. VI.), le theoreme s'appli- 
quera egalement a cette serie et il s^enoncera dans ce cas comme suit: 

Si dans la serie particuliere de Taylor (91.) les quantiles F{x+k) 
et Fx et tous les termes de la serie qui suivent ne sont ni imagi- 
naires ni infinis et vont en diminuant, la valeur du reste R^ qui suit 
les n Premiers termes apres Fx est comprise entre les valeurs de 

son premier terme -^-^ . ,^ d'^'^^Fx qui correspondent ä la plus 

grande et la plus petite valeur que peut avoir le coefficient differentiel 
ö"+'Fa: pour les differentes valeurs de x depuis x jusqu'a x + k, 

Si dans Tinfini ces valeurs du premier terme du reste R^ sont 
zero toutes les deux, le reste sera zero egalement et la serie sera 
convergente. Si les deux valeurs du premier terrae du reste dans 
rinfini ne sont pas zero mais finies ou infinies et de roöme signe, la 
serie sera divergente. 

Le theoreme general que nous venons de demontrer donne, comme 
on voit, dans le cas de la serie particuliere de Taylor le theoreme de 
Lagrange demontre plus simplement par Mr. Ampere a Tendroit cite. 
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§. 24. fomi, 134. — 136. 28. Cr eile, memoire sur la thöorie des puissances. 



IV. Application des formules g^nerales de d^veloppement 

aux puissances. 

24. 

Le secours de formules gerierales de developpement est necessaire 
pour Tevalualion des valeurs des puissances dans les cas oü la multiplica- 
tion et Taddition ne sufGsent pas seules a leur caicul immediat suivant les 
formules fondamentales. Mais ce sont toujours les equations fondamen- 
tales d'oü il faut partir^ möme en faisant usage des formules de deve- 
loppement. 

Nous commencerons par une remarque preliminaire. 

Supposons la puissance 

134. IT-' = ä: 

il y aura trois quanliles u^ y et z, dont chacune depend des deux aulres. 
II y aura donc a caiculer 

z par u et y, 

135. { y par z et u, 

u par y et z, 

et puisque chaque elemcnl peul 6lre varie isolement^ Taulre elanl regarde 
comme invariable^ il y aura les six problemes suivans: 

l 1. et 2. caiculer z par u et y en variant ii et y, 
136. ( 3. et 4. caiculer y par z et u en variant z et u, 
5. et 6. caiculer u par y et s en variant y et z. 

iMais ces six problemes. comme on le verra, peuvent ötre reduits 
a un seul quant au developpement, et les resullats des Solutions des autres 
peuvent dire Irouves par les equations fondamentales seules sans nouveau 
developpement. 

II sera naturel de choisir pour faire le developpement necessaire, le 
cas oü Teffet de la Variation de Telement regarde comme variable devient 
evident par les equations fondamentales elles mömes. C*est celui oq 
Texposant varie. Car la premiere equation fondamentale (3.) exprime 
immediatement la Variation d'une puissance produite par celle de Texposant. 
En effet, en variant y de k dans u, on a immediatement, en vertu de la 
premiere equation fondamentale, t^^^ = u^.u''. Donc nous partirons de ce cas 
la, le second des cas (136.). 
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25. 
Supposons donc 

137. «y = 35 = Fy 

n etant regarde comme invariable et y seul comme variable. 

La Variation de y etant k, la serie generale de Taylor (78.) nous 
donne ici 

/r(^-aX^-2a)....(/r>(ii-l)a) ^ K^-ttX^-2a)....(/r>fia) ^ / f(y + ^)-J'y \ 

* '"^ 2.3. ...fia" ^^y-^ 2.3.... «a- \ k / 

Le signe A veut dire que dans la quantite devant laquelle il est place, 
Teiement variable doit gtre varie de la quantite a^ et qu'apres, la quantite 
primitive doit dtre deduite du resultat. Donc on a ici ^Fy c'est-a-dire 
F(y'\'a)—Fy = w^*^" — w^ Mais en vertu de la premiere equalion fon- 
damenlale des puissances (3.) on a w^^* = u^.u"^ donc AFy = u^.u'' — u^ 
ou bien 

139. AFy = My(M«-l). 
De la on trouve 

. A'Fy = (tiy+« — fiy)(M« — 1) = uy(i*« ~1 )(?/« — 1) =-. My(w«--iy, 

^ lA'Fy = (My+*' — «^X«*«— 1)' = uy(ti«- 1Xm" — 1)' =. u^Ctt«— 1)», 

(A-i^y = (My+« — wy)(i*«— 1)-^= My(M«— IX""— 1)"'^= «^^(ti"— 1)"; 
donc en vertu de (138.j 

141. My+* = uy + -My(a" -1)4- ^^t~,"^ f^(ti° - 1)' ... . 

*(*-o)(fc-2«)....(/c-(n-l)a) _ K*-«X*-2«)-- ••(*-« «) ^y ti''-^*-«<^ \ 

■■ iJ.3... .na" ^ ^ "^ 2.3. ...na- \ A /' 

OU bien, «""'"* etant =»».«* (3.), 

142. u"«* = „.Li+A(^-_-;+-L__2(^___j+^ — j^ — -{-^r-J "•' 

k(k-a)(k-2a)....Ck-(n-\)a) / u«— l yl A(ft-a)(ft-2g)....(<t-na) ^ / m»(«*-1) \ 
*■""•' 2.3. ...n V a Jy 2.3. ...no« V k J' 

Meltons la serie qae noas venons de Irouver sous la forme suivante, 
sous laqueile eile est encore identiquement la möme chose. 

39* 
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143. («<■)-(„.)■=("■)■ [l + ^("--l)+|^(^-l)(»'-l)'+ 2^s(|-0(i-2)("--l)'-.- 



V 



+ -^- i(i-l)(i-2). . . .(A-n)A< ^"''>'(^7-^> ) 
2.3 n a^a ^^a ^ ^a ^ ^ k ^ 



et ecrivons dans cette serie u au lieu de u", y au lieu de -^ et A au Heu 
de — , nous aurons 



a 



144. «".«* = «.[l^ it(H-l)+ *^*~^\ «- 1).'+ *CA-l)Cfe-2) ^^_^^. 

^ A(*-l)(A-2).. ..(&-(«- 1)) ^^ ^^.-1 ^ ft(*-iy-2)--(fc->') A.. p''(»*-lh 

La transrormalion que nous venons de faire est evidemment prati- 
cable dans tous les cas oü l'on donne une vnleur finie a la quantite ar- 
bitraire a^ mais eile ne Test pas dans le seul cas oü Ton veut que a soU 

zero, car celte valeur de a donneroit dans (143.) u" = i. ~ = oo et — = oo 

de Sorte que Texpression (143.) seroit indefinie. Donc l'expression (144.) 
a lieu pour une valeur quelconque de a^ excepte la seule valeur zero. 
Donc aussi celte serie est absolument aussi generale que celle (142.), ex- 
cepte le seul cas a = 0. 



Si Ton fait y = 0, on a, y" elant = 1 (7.) 
145. «» = 1 +&(«-!)+ J^i^(„-l)H-*i^I^i|*i:^(„-l)3.... 

^ Ar(<r-l)«r-2)....(A-(«-l)) ^^ ^^, ^ k(k-i)(k-2)....(k-n) ^Jf^-i\ 
2.3. ...n 2.3. ...n \ k J 

et si Ton suppose 

146. u = 1 + X, 

147. (.+.,. = ,+*.+*(*^..+i(*^fiii^;... 

^ k(k-i)(k-2)....(k-{—i)) ^^ t(t-l)(*-2)....(*-.) ^/ (l+x)'-1 \ 

2.3. ...n 2.3... .n \ ^ / 
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ou bien encore, si pour abreger on veut se servir de la notation des 
coefficiens (79.), 

C'est la la formule connae du binöme, mais dans la plus 
grande generalite; car les quantites u et k^ ou bien x et k^ peuvent ötre 
tout ce qu'on voudra, reelles ou imaginaires, ou m&me infinies, le deve- 
loppement de la formule n'etant Fonde que sur des transFormations iden- 
tiques qui ont lieu sans aucune condilion. En möme tems la formule 
(148.) presenle Texpression du reste de la serie. 

Etant partis Immediatement des equalions fondamentales et n'ayant 
fait que des transformalions identiques, la formule du binöme a ete trouvee 
seulement au moyen d'operalions purement elementaires et d'un seul coup, 
Sans passer successivement des cas particuliers aux cas generaux^ comme 
a Tordinaire^ sans faire aucune supposition bypothelique^ comme par. ex. 
Celle de la forme de la serie, et sans le secours de Tidee des infiniment- 
petils ou des limiles etc. 

Cela est important pour les elemens, et cette premiere applicalion 
des formules generales, posees solidement, pourra dejä faire sentir reffet 
de cette methode generale qui est seule, a ce qu'il semble, propre a la nature 
de Tanalyse, On sait combien d'arlifices il faut pour le developpement or- 
dinaire de la formule du binöme, pour lui donner quelque generalite, et que 
neanmoins la demonstration n'en ne reussit pas rfgoureusement dans tous 
les cas, par. ex. dans ceux des valeurs imaginaires de la base ou de Texpo- 
sanl. La methode generale fait evanouir toutes les difficultes, sans d'autres 
moyens que les plus elementaires. 

Si Ton n'aimoit pas ä mettre les developpemens generaux a la tdte 
des elemens, comme cela devroit dtre effectivement, on pourroit aussi de- 
montrer separement, et avec une rigueur egale, la formule du binöme, en 
iroitant le developpement de la serie generale de Taylor pour ce cas 
particulier. On peut voir cela dans le petit memoire insere dans le Jour- 
nal des mathematiques sous le No. 25. tome 4. cahier 3. page 305. 

(La soite dans le cahier prochain.) 



306 29. Gudermann, Umformung einer Reihe. 

29. 
Umformung einer Reihe von sehr allgemeiner Form, 

(Von Herrn Prof. C. Gudermann in Cleve.) 



£s ist von Euler (in seinen Instit, calc. diff,) eine Formel gegeben 

worden, wodurch sich in vielen Fällen Reihen summiren lassen. Wird 
nemlich 

(px = {a-{'ax-\-ax^+ax -\- eXc) 

gesetzt, und ist ipx eine bekannte Function von x, so läfst sich die Reihe 

II 1 a 8 8 f^f^ 

8 = {ay-{-ayX'\-ayx^-\'ayx^ ' ' "'\'ayx''-\' e\c,) 
umformen in 

, . dwx X ., d^wx x' .A3 d*wx x^ , . 

und durch diesen Ausdruck wird die vorgelegte Reihe s summirti» wenn 

I a 8 

die Reihe y, y, y, y etc., als eine Hauptreihe betrachtet, endlich zu einer 
DiiTerenzreihe mit gleichen Gliedern führt; im entgegengesetzten Falle ist 
die zweite Reihe für s nur als eine Umformung der gegebenen Reihe für s 
anzusehen. 

Es sei jetzt 

1 a 

(px = a+ax-{'ax{x—Ax) + ax{x—^x){x—2Ax).,.. 

a 

• • • • '{' ax {x — Ax) {x — 2 Ax) .... (x — aAx-\'Ax)-\- etc., 

oder nach der in meiner Theorie der Potenzial- Functionen gebrauchten 
Bezeicbnungsart: 

a a 

(px = Sa\x, Aar] 
und (px wieder eine bekannte Function von x, dann läfst sich die Reibe 

a a a 

s =^ Sa.y.[xyAx] in eine andere umformen auf folgende Art. 

Wenn wir die Differenz der mten Ordnung von (px nehmen, so i 
nach bekannten Regeln: 

II» a ri*m 

A'^(px = S[a],a[x,Ax]. Ax"^. 



Wird sie mit [x'\'fnAx^Ax] multiplicirt, und beachtet man, d 

n» a-m a 

lx-{ mAx, Ax][x, Ax] = [x+mAx^Ax] ist, so findet man: 
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[x+mi^x, Ax] - ^\ = S[a]'a[x+mAxy Ax]^ 



m' m' 



oder auch: 

r . 7 A«9)(a;-mArr) er T ^'r a i 

l^y ^^] ^^V:;:;; = S[a]'a[x, Ax]. 



Ax' 



Wenn man noch auf beiden Seilen mit A""^ multiplicirt, darauf m als ver- 
änderlich ansieht^ und etwa ß für m setzt, so giebt die Summation: 



ß. ^^^ 



^ ß n n 

und hierin ist nilgemein A^Slnj.A^y, oder einfacher A = y; daher 
haben wir: 

Sa:y[x,Ax] = SA-y^^^^^^^^-lx^Ax] = ,. 

u' 

a 

Setzen wir nun Aic = 0, so verwandelt sich die Facultdt [x,Ax] in die 

^\ ff ff\( X tt /\ x^ 

Potenz x" und das Differenzenverhällnifs ^^^ in das Differenzial- 

verhältnifs ^ , ; daher fällt unsere Formel in diesem besonderen Falle 

ox" 

mit der von Eulcr gegebenen wieder zusammen 

Da die ausgedehnte Anwendbarkeit der allgemeinen Formel am Tage 
liegt, so ist es unnöthig^ durch viele Beispiele die Wichtigkeit derselben aus- 
einander zu setzen, und wir beschränken uns daher auf eines. 

Man soll die Reihe 

z 8(5 — 1) «(a— 1)(5— 2) ä(» — 1)(5 — 2)(5 — 3) 

die wir bezeichnen: « = S(a^-LJ_^ summiren. Setzen wir zu dem Ende 

V [x] / 

o 

frei a Y ' ^ 

(px =- S-^^ SO ist Aa?=l und a = ; ferner y = a*". Die Reihe für (px 

läfst sich aber bekanntlich summiren, und es ist 

(px = ^ . , = (« + !).[«— a?]. 
Hieraas zieht man 

und wird die Reihe (0'^, 1% 2% 3% ... .) als eine Hauptreibe betrachtet, 
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r-a 



SO ist das Anfangsglied ihrer alen Differenzreihe oder A^y = a! .""f^ und 
deswegen hat man: 

, _ o-o7_(i±iMi 

oder auch 



s = g-a^. (^ + ^)'M^ eond. («+/9 = r). 

[a-a?-f-l] 

Der gefundene Ausdruck ist also ein geschlossener und würde aus (r+1) Glie- 
dern bestehen^ wenn nicht das Glied für « = selbst Null wäre. Man hat 
auch noch 

Es bedarf kaum der Erinnerung, dafs die Summation nur dann gilt, wenn 
unter r eine positive ganze Zahl verstanden wird; x und s hingegen 

a fi r 

können willkürliche Zahlen sein. Da [z—xjlz—x—aj^lz—x] ist, so hat 
man auch 

8 = ^'^\^ r(S"7.[a?][g-a?-q]) cond. (a+/3 = r). 

[z—x + l] 

ß ß 

Wenn r = ist, so ist a=/9 = 0; [a?] = 1 , [»— a?— «] = 1, ~Y= ^^ und 
man kommt also dann zurück auf: 

a 
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30. 

Demonstrationes theorematum et solutiones proble- 
matum quorumdam a celeb. Hill VoL 7. p. 102. hujus 

operis propositorum. 

(Auct. TA. Clausen. Mun.) 



3. Xheor. 

pro r = numero integro positivo valet, existente x'^^^a. 

Qaarto hujas operis volumine p. 281. formnlis (1.) et (2.) hasce se- 
rieram infinitaram sammas erui: 

(l+2gco8y+i8yco8m.arctg ^ Jl^ = 1 + Y»co89)+-y-2-Ä«co829)H ^ g g g 'co83y+ 

(l+2»C08v+»')^Bnim.arctgY--- — ■^— = ^issin^)-! — j-^i5'8in29H r"2"3 — » co839+ 

unde statim sequitar: 

(l+2gco8y+gyco8^ry—m.arctg * ^^^ j = C08ry+-^»C08(r-l)9) + -^-^»•co8(r-2)y4- 

qaae series in dq> multiplicala, et a 9> = asqae ad (p = n (semiperipheriam 
circali) integrata, statim sappeditat: 

y(l+2jicosg)+3syco8(rg)—m. arctang ^ *8my \^ __ ^ m.m~ ....m-r-j- ^ ^ 
iT T I / \ Y- ^l+acos^)-' ^ 1.2....r ' 

Omnibus terminis praeter (r+ l)^*" evanescentibas, serieque desuper post quos- 
dam termiuos convergente. Quodsi itaqne ponatur z = — ; (p = u; m = n; 
theorema propositum sponte emergit. 

10. Theor. / a:rfa:log(8ina;)^ = — «'7iMog2 *j, designante n nume- 
rum integrum positivam vel negativum. 



*) In expositione theorematis Signum — omissum est 
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Habetur loco s. m. 

— logsinx = log2 + cos2a?4-i cos4a: + ^ cos6a?+ • • • •; 
binc sequitur 

— /rfa?logsina?= x log2 + ^(sin 2a; + ntSin 4a:+ «^sin 6a;-[- ) 

-j dxjdxlogsm X = ia:^log2 — i(cos2a:+^co84a:+gTC086a:+ • • ••); 

inter limites vero praescriplos ft = 0, x = n7t^ designante n nnmeram 
integrum 

— / dxlogsmx = w7ilog2 

— / dxf 'dxlogsinx = ^w'7iMog2. 

Cum vero sit: 

l2xdx\og%mx = 2x /dxlogsinx'-2/dx fdxlogsinx^ 
sponte sua valor integralis definiti 

I xdxXogifiWLx^^ = — »^7l'l0g2 

demunat. 

16. Probl. Data funciione f^ invenire functionem q> ex ae- 

qualione: 

^>(Jx) _ dfx 
(px dx 

Ponatur fx e duobus constare partibus yjx + yj'x; quod si substitnatur 
in aequationem datam 

q}(ipx-\-xp^x) dxffx dtfj'x 

q>x dx dx 

suppeditai; inde facile concluditur: 

cp [xfj X -\- -ip' x) = (p{^'x) + (p(yj'x) 
atque hinc generaliter: 

(p{xpx + ip'x + tp"x-\ ) = (p{yJx) + q){'iff'x)-\- {yj*'x)-\- 

Cum vero quaelibet functio generaliter loquendo, in seriem infinitam 

a-]-bx + cx'^+ • • • • 
resoivi polest, nihil reslat quam functionem (p pro valore fx^x"^ definire. 
Hoc valore in aequationem datam substituto, prodit: 



— — = mx"^ ^ 
q>x 
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cni aeqoationi per aequationem 



.tn 



q>x = X 



satisfit. Unde conclndere possumns: 



(fifx) = X 



da?*" 
dx 



dfx 
dx 



14. 


Probl. „Ex 


aequationibas linearibas: 




1) 


^ Cj = Ci Cj9 ', 




2) 


l C4 — Cj — C18 » 




3) 


\Cß — Ci—c„; 




4) 


2 Cg C4 Cjg; 




5) 


iCio = C5— Cjs; 




6) 


ic« = Ce — Ca4; 




7) 


2 Ci4 = Cy — c,3 ; 




8) 


I ^16 "s Cm 1 




9) 


iCi8 = Cg—Cn', 




10) 


^ Cjo — Cid Cj»; 




11) 


I Cij Cji C,9 , 




12) 


^ C}4 = Cij — C18 ; 




13) 


^C26 = ClJ~Cl7i 




14) 


Icjg = C14— Cie; 




15) 


^Cj = Ci— Ci9+Cji; 






16) 


iCß — Cj— c,8+c„: 






17) 


^cg - c, — c,74-Cm; 






18) 


i C« C4 C16 4" "24 i 






19) 


ic,s — Cj— Cis + Cis; 






20) 


i C18 — Co — Ci4 -}- Cj6 • 






21) 


S ^1 — "7 ''IS "r Cj7 ; 






22) 


^Cj4 — Cs — Cij4 0,8 






23) 


B' Cj7 Cg Cll "f Cjg 






24) 


ics = Ci— Cii + Cu— Cjj + Cjs; 




25) 


■y Cm Cj Cjo + Ci4 Cjj + Cjfi ; 




26) 


srCis = Cj Cg+Cii CJ1 + C27; 




27) 


TT C^n C+ Ce "T C16 Cjo + Cjg j 




28) 


icjs = C5 — C74-C17 


— C19+C29; 



qaanUtatum c tot, quot fieri potest per reliquas definire.** 
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Facile derivatur ex aequationibus 15) et 23), quatuordecimqne prio-!* 
ribus aequatio 16), similique modo e 17) et 21) aequatio 20). Porro e 6) 
et 12) concladitur 

in quas aeqnationes si substituantur 16) et 20), inveniuntar ope qoatuordecim 
prioribus aequationibus 18) et 22). Simiii omnino modo 25) e 24) et 28), 
atque 27) e 25) derivatur. Aequatio 26) denique per 15), 17), 19), 21), 
23) atque 24) et 26) obtinetur. 

Aequationes igitur hae sub reliquis contentae 3unt: 16), 18), 20)^ 
22), 25), 26), 27). Restant ideo viginti et una aequationes, quae si di- 
versae . essent, saltem viginti et unam quantitatum c determinare liceret, 
octo ad libitum assumtis. Jam vero observo in aequationibus 15), 17), 19), 
21), 23), 24), 28), quindecim tantummodo quantitatum c occurrere, eas scili- 
cet, quae indici impari gaudent. Quodsi itaque octo harum quantitatum ad 
libitum assumantur, ita tamen ut nulla harum aequationum assumtioni repugnet; 
Septem reliquae per septem aequationes modo nominatas determinari pos- 
sunt, si modo nulla sub reliquis contenta est. Assumantur jam quantitates 
Ci, C5, Cg, Ci3, Ci7, C21, C25, C29 tanquam cognitae; tunc per eliminatio- 
nein prodit: 

C3 = -|Cl + |C5-MC9-|Ci3+|Ci7-4C2i-|C25+iC29; 
Cn = -ICi + ^Cs + ICQ-iCis+iCn-iCji-i^Cs + ICjg; 

Cis = fcj +|C25 ; 

^19 = iCl*-i^6— 4C9+iCi3 — ^Cl7 + |C2i + iC25 — i^; 

C2, = |Ci-iC5 — |C9+|Ci3-4C,7+}C2i + fC25— IC29; 

C27 = iCi-|C5-2C9+|Ci3-|C,7+|C21+iC25-iC29. 

Aequationes quatuordecim priores omnes quantitates c indice pari 
gaudentes suppeditant, simulac ceterae innotuere, scilicet nullo negotio C29 
^9 ^109 ^149 ^61 ^) ^; deinde per aequationes 29) c^^ ^24; porro ex 
aequationibus 2), 4), 8), 14) invenitur: 

C4 -= -tV^2+tVci4+tVc^2+ÜC26; 
cujus ope C4 alque deinde facile Cg, Cie? Cjo, C2s determinantur. En hasce 
valores : 

C4 = -4ci+|c5+|c9 -|c,,— |c,5+4c29; 

Co = -6ci+^C5+4c9-6c,3+6c,7-4cn~7r^5+6c,9; 
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c^ = -8ci+¥c6+ifc9-4ci3+4c„~^C2i-TrC25+8c29; 
Cjy = 2c5 — 2c25 ; 

Ci4 = -6Ci+^C5+^C9-4Ci3 + 4Ci7-^C2i-'|C26 + 6C29; 

Ci6 = -8ci+4c6+4c9— 4ci3+4ci7— 4c2i--4c28+8c29; 
Cis = 2c9 --2c2i ; 

^20= ^^5 ~J^5 ; 

C22 = -4ci + |c5+tC9-2ci3 + 2ci7 — 5^C2i— |C25+4C29; 

C26 = 2ci3— 2ci7 ; 

Hoc itaque modo viginti et ana quantitatum per reliqoas octo deter- 
minatae sunt; cum vero non plares quam viginti et una aeqoationes diversae 
datae sunt, plures determinari nequeont. 
Manchen, 15. April 1831. 
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31. 

Memoire sur la throne des puissanceS) des fonctions 

angulaires et des facultas analytiques. 

(Par l'iditeur.) 

(Suite du mimoire No. 28. du cahier pr^eddent.) 



26. 

Xl s'agit maintenant de la convergence de la serie (142.). La re- 
cherche en est indispensable, car la serie, si eile etoit divergente, ne seroit 
d'aucune ntilite. 

I. A la place de la sörie (142.), si pour le moment on vent laisser 
de cöte le cas a = 0, on peut mettre la serie (144.) qui, y etant snppose 
zero, donne la serie du binöme, et qui, comme nons Tavons remarquö ci- 
dessus, fait fonction de la serie generale (142.) dans tous les cas, excepte 
le seul cas a = 0. 

Donc la recherche de la convergence de la serie generale se redait 
d'abord ä celle de la convergence de la serie (144.), le cas a = etant 
excepte. 

II. Supposons reelles toutes les quantites qui entrent dans Texpres- 
sion (144.). Dans ce cas le theoreme de la convergence (§. 23. VI.) y 
sera applicable. 

III. Suivant ce theoreme la serie sera convergente si ses termes ne 
sont pas infinis, sMls vont en decroissant et si du premier terme de son reste 
R^ savoir du terme 

149 T - ft(Ar-l)(A~2)....(Ar-f^) 

14». i„^, - 2.3....(ii+l) '*^'' ^^ 

les valeurs qui correspondent a la plus grande et a la plus petite valeur quo 
peut avoir la quantite 

150. —^- = n^{n-ir^{UO.) 

pour les valeurs differentes de y depuis y jusqu'a y+ky sont zero toutes les 
deux pour n = oc. 

IV. Mais le facteur n^, puisquMl est commun a tous les termes de 
la serie (144.) ä droite et ä gauche, et puisque par cette raison il n'influe 
pas sur la convergence de la serie, n'entre pas en calcul. Donc la serie 
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(144.), le facteur n^ etant mis de cöte, se reduit ä celle da binöme propre- 
ment dite, savoir a 

i5i..'=i+K.-i)+^Vi)-+^*-j^^\..-»)---+'^'-''<*:l>::»-'''''Vi)-+«. 

oa bien, 1+x elant mis a lä place de u, a celle ci 

et dans tons les cas oü cette serie sera convergente, la serie (144.) le sera 
egalement, et mdme la serie generale (143.) le sera, le seul cas a = ex- 
cepte pour cette derniere. 

V. La quantite ti^ etant effacee dans les expressions (149. et 150.)^ 
elles se reduisent a 

^^^- ^-^^ ^ 2.3.. ..(n+1) — ^""^^ - 2x:::^i ^ ®* 



154. 






Paisqu'ici la quantite y, qui est la senle variable, n'entre pas dans (154.), 
on voit qne les conditions de la convergence de la serie (151. ou bien 152.) 
se reduisent ä ce que ses termes ne doivent pas dtre infinis, quMls doivent 
aller en decroissant et que T^^i (153.) doit 6lre zero pour « = 00. 

VI. On voit qu'aucun des n premiers termes de la serie (151.), ou 
de la serie (152.), n etant fini, n'est infini, les quantites qui y entrent 
etant supposees finies. Donc la premiere des conditions de la convergence 
est remplie. Mais la seconde condition, que les termes doivent aller en 
decroissant, au moins vers Tinfini, sera satisfaite d'elle mdme si le terme 
Tn^i est zero pour n = 00. Donc la recherche de la serie (144.) se reduit 
en derniere analyse a celle de ce terme, et en vertu de ce qui a ete dit 
plus baut, il n'y a qu'a voir si 

^^^' ^-^^ - 2.3....(^ + l) ^ ^^^^-^ 

est zero pour n = 00, ou non. 

YII. II y a quatre cas. La quantite x peut ötre ou zero, ou +1, 
ou ^ 1 , ou entre et 1. Les autres valeurs negatives de x rentrent dans 
celles-ci, parcequ'il ne s'agit point du signe du terme T^^^. 

Premier cas, x = 0. 
Vin. Dans ce cas la formule (152.) donne (l+0/ = l et il n'existe 
point de serie. 
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Second cas, x = ±i. 

IX. Si dans ce cas Ar^ — l, Texpression (155.) donne 

156. r.,, = ± j 2.3....(«+l) =±^ 

et on Yoit que r,^.i n^est pas zero poor n = oo. Donc la serie (152.) qui 
exprime (1+1)"^ est divergente. 

X. Si Ar <! — 1 9 la valenr absolne de T^^^ (155.) est encore plus 
grande que 1. Donc la s6rie (152.) en exprimant (1 + 1)"*, Ar etant>»l, 
est encore divergente. 

XI. Si Ar >> — 1 , nons anrons la valenr de r,^i ponr n = oo en 
appliquant ä Texpression de cette qnantite (155.) cette autre en facultes 
(57.) savoir 

157. (u.+xy = (^' + 'yy'l ^'^ 

(l'+l)' ' 

qui a liea ponr jf = oo. En effet en mettant dans le numeratenr de T.^i, 
11 = Ar, a? = — l, y = » + l et dans le denominatear ii = l, y = ii4-l, 
Ar + 1, on a 



c^est-a-dire 



^ . . (l. + l)"-^-^(n+l)-*-^ 



158. T.+i = 



et cela donne r„^.i = ponr w = oo, ft 6tant snppose > — 1 on bien 
*+l>0. 

D'apres cela la serie (152.) seroit toujonrs convergente si x^ + 1 et 
Ar >> — 1 ; mais il y a ici a excepter le cas de (1 — 1)*, si Ar est>>— 1 et <C0. 
Car dans ce cas Tautre condition de la convergence de la serie, qnWcun 
terme ne doit 6tre infini, n'est pas satisfaite, puisque dans ce cas (1—1)^ est in- 
fini Ini mdme. Donc Texpression de (1—1)* par la serie (152.) n^est conver- 
gente qne dans le cas oü ft>>0; celle de (1-1)* Test tonjours, Ar etant>>— 1. 

XII. II y a encore les cas ft = 0. Dans ce cas la serie (152.) donne 
{i+xf = 1. Donc on a (1±1)" = 1. 

Troisieme cas, a?>l. 

XIII. Supposons x^i-^Zy on a en vertu de (152.) 
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159. a:--'= (1 +»>•-'= 1 +(«+ l>+(^+l> .»+ (« + 1>(»-1) ,,... C»+1X«-1)--»1 ,..,.. 

Cette Serie, n etant un nombre entier, finit par le terme ^ W^» 7^. ^V g% 

*^ 2.o....(n-l-l) ' 

car les coefficiens de tous les termes saivants ont n— ii = pour facteur 
et sont zero par cette raison, de sorte que la serie donne la valear com- 
plete de (1+«)**'*^^ = x""^^. Mais toas les termes de la serie (159.) sont 
positifs, z ayant ete suppose positif; donc la somme de la serie est plas 
grande que chacun de ses termes. Elle «st donc par ex. plas grande qne 
le terme 

IgQ (n + l)w(ii-l)....(n-(m-l)) ^^^ 

2»o* ...ifi 

Mais ce terme, m etant suppose un nombre fini, est evidement oc, si Ton 
suppose 1} = oo. Donc le second facteur de T^^i savoir (1+j5)"^S ou bien 
a;*+\ est nne quantite infinie si a;>l et » = oo. 

XIV. Cela pose, seit en premier lieu ft = — 1 ouä<< — 1, nous 

avons vu (IX. et X.) que dans ce cas le premier facteur ^ ""^^^ ""/ VA ^ 

de T,^i (155.) n'est pas nul; donc T.^i dans le cas actuel n'est pas zero 
pour 11 = oo, mais au contraire infini. Donc la serie (152.) est diver- 
gente si a?>l et Af = ou<l— 1. 

XV. Seit en second lieu &>— 1. 

En appliquant a Texpression de T.^i (155.) celle (157.) on a 

161. Tn^t = (l^^l)-*-l(^^l)t + l» 

comme le fait voir (158.). Mais o;"^^ ou bien (1+s)"^S comme on Ta vu 
ci-dessus (XID.) est plus grand que (^+^>(^^O'-'0»-(^-l)) ^,. ^160.), donc 

Iß9 7» ^ ^ (n + l)n(n-l)....(n~(m-l)) 

lOiS. '"+1-^ 2.3....m(l,+ l)-*-i ' (« + !)*+' 

Ici le nombre m est fini. Mais il peut 6tre suppose toujours plus grand 
qne Ar+1 et les facteurs ii+l, », »— 1, . . . . »—(m— 1) peuvent dtre juges 
eganx entre eux si ii = oo. Donc on a T.^i^^O et mdme oo pour i» = oo. 
Donc la serie (152.) x etant >>1, est divergente dans le cas ft>>— 1. 
Donc eile est toujours divergente si x^i. 

XVI. II faut cependant excepter le cas Ar = 0. Dans ce cas on a 
toujours (l + a;)" = l. 

Crelle's Journal d. M. VII. Bd. 4. Hft. 41 
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Qaatrieme cas, ar<;l et >>0. 

XVII. On peut ^upposer dans ce cas ^^yaT^ ^^ sorteqnex'^^^ .. .^^ 

oü z est positif. Puisqae (!+«)*+* est infini pour » = oo (XIII.), le facteur 
af"^^ de (155.) sera zero dans le cas actuel pour ii = oo. 

XVIII. Soit en premier lieu *>-!, l'autre factear *^*^'y'^^''y^ 

de (155.) 9 comme oous Tavons vu ci-dessns (XI.), est egalement zero pour 
i» = oo, donc r.^i est zero si ft^— 1, et la serie (152.) est convergente 
dans ce cas. 

XIX. Dans le cas Ar = on a tonjonrs (l-fa:)"=l. 

XX. Soil en second lieu Ä = — 1 ou <— 1. Supposons Ä = — 1 — f, 
€ etant positif et au moins zero. Substituant x = i+z et & = — 1— € 
dans (155.) on a 

\ + e 2 + € 3 + « m + € m + l + e 



163. T« = + 



1+» 2-^2*3 + 3» m + ma m + l-^(m + l)z 



Ici le facteur ^. , m etant assez considerable , sera <; 1 quels quo 

soient € el z, puisque mz pourra toujours surpasser £. Les facteurs 

qui suivent —^ — seront encore plus petits et iront toujours en dimi- 

nuant. Mais d'apres la remarque (XIII.) un produit d'un nombre infini 
de facteurs, chacun moindre que Tunite, est deja zero. Donc le produit 
(163.) ou les facteurs sont <Il et vont en diminuant le sera a plus forte 
raison, si i» = oo. Donc T.^i sera egalement z6ro dans le cas actuel et la 
Serie (152.) sera convergente. 

Elle sera donc toujours convergente dans le quatrieme cas. 

XXI. En nous resumant, nous pourrons enoncer comme suit ce que 
nous venons de trouver sur la convergeuce de la serie du binöme 

164. (i+xy=i+it.+ ^^a^-+*^*-pr^^'-+ *^*-^X*-2)....(K>.-i)) ^^j^.. 

Cette serie, x etant reel, est convergente pour une valeur finie et 
reelle quelconque de Texposant k si a?>— 1 et <; + l. Si a: = — 1 
eile est convergente si ft>>0, et si a; = +l, eile Test si *>— 1. 
Si ft = 0, on a (l+a;)* = l pour une valeur quelconque de x. La serie 
est divergente pour toute autre valeur reelle de x et k. 
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XXII. La recherche de la convergence de la serie du binöme 
pr^sentee dans le paragraphe present est celle qai a ete annoncee dans 
le petit memoire eile an commencement de la note preliminaire du me- 
moire present, car, comme on Ta vu, noas avons op6re immediatement 
sur Texpression generale du reste de la serie. Cette recherche est celle 
qui etoit destinee a dtre exclusivement Tobjet de ce memoire et qui Ta 
occasionne. 

On peut voir d'ailieurs par la recherche du paragraphe present et 
par celle du memoire cite, combien la theorie ordinaire du binöme, quoi- 
quo objet tres elementaire et iraite souvent, est incomplete. Mdme on 
trouve presente le theoreme du binöme sans la moindre notice sur la con- 
vergence de la serie qui eile möme n'est pas demontree rigoureusement 
pour une valeur queiconque de Texposant, et pourtant la serie n'est bonne ä 
rien dans les cas oü eile n'est pas convergente. 

27. 

Nous avons vu (§. 25.) que la serie (144.) embrasse de Texpres- 
sion generale d'une puissance developpee en serie (142.) tous les cas que 
presentent les differentes valeurs de la quantite arbitraire a^ excepte le 
seul cas a = 0. Mais, comme ii est aise de voir, on tire egalement la 
Serie (144.) de celle (142.) en supposant a = l. Donc tous les cas de 
Texpression (142.) auxquels donnent lieu les differentes valeurs de a, 
peuvent ötre envisages comme reduits a deux seulement, savoir au cas 
a = 1 et au cas a =; 0. Le premier embrasse tous les cas correspondants 
aux differentes valeurs finies quelconques de a. Le second cas subsiste 
isolement. Nous avons fait dans le paragraphe precedent la recherche de 
la convergence de la serie generale (142.) dans le premier cas, oü eile 
se reduit a la serie (144.) et donne la formule du binöme. U nous reste 
donc a faire cette recherche pour le cas a = 0. Dans ce cas la serie 
generale (142.) nous donnera les quantites dites exponentielles et les 
logarithmes. Nous commencerons par le developpement möme d^une 
puissance en serie, sous condition que la quantite arbitraire a du develop- 
pement general des fonctions doit ötre supposee zero. 

I. Comme la serie particuliere de Taylor (91.) est consa- 
cr6e essentiellement au cas oü dans la serie generale de Taylor (78.) 
la quantite a est zero, nous partirons de cette serie particuliere. En effet, 

41» 
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dans le developpement general de la serie (91.) on a eu dej& 6gard aux 
conditions particalieres de soq existence; et si, dans un cas d'application, 
aa lieu de partir de la serie particuliere de Taylor (91.) on vonloit par- 
tir de la serie generale (78.), il faudroit qu'on rep^tftt dans le develop- 
pement particulier ce qu'on a fait dans le developpement general. Or 
par cette raison il vaot mieux de se servir de la serie particuliere (78.) 
dans les cas semblables an cas actuel. Cette serie, quoiqae n'etant qu^an 
cas particulier de la serie generale (78.), est particulierement propre aax 
cas ofi dans la serie generale (78.) la qnantite arbitraire a doit £tre snp- 
posee zero. 

II. Dans la serie particuliere de Taylor (91.) les quantites ^ , 

— i-^, — j-^, .... de la serie generale se reduisent aux coefficients dif- 

ferentiels dFy, d^Fy, d^Fy, .... 

Dans le cas acluel d'une puissance vf^, on a 

^ - <^^ ^ = - e^y, ^ = -(^y. . . • • (m .40.) 

donc on a ici: 

d'Fy = «<^)* 
^^* d'F = vy{ "'~^ ^*} " **""* suppose partout egal ä z6to. 



Ces expressions de dFy, d^Fy, .... etant substituees dans la serie 
particuliere de Taylor (91.) eile nous donnere dans le cas actuel des 
puissances: 

^2.3. ...«V « y 2.3....» V * / 
a etant suppose zero. Cette serie, suivant les conditions de Texistence de 

la Serie particuliere de Taylor (91.) aura lieu, si aucun des coSfficients 

differentiels dFy, d^Fy, (165.) n'est infini. 



1 



• • « • 



des fanetians angulaires et des facuÜ6s unalytiques, §. 27. form. 167.— 173. 321 
ni. Dans Texpression du cogfficient differentiel 

167. ö-F» = ^(r^y 

qui represente tous les autres, le factenr ti^ n'est pas infini si les quantites 
ti et y ne le sont pas. II ne s'agit donc que de la valeur de Tantre facteur 

J poor a = et » = oo. 

lY. En vertu de (147.) on a 

De la 00 tire, k etant Factenr commun de tous les termes ä droite 
depnis celui kx jusqu'a Tinfini 

^^ k »^-1- 2 *^ 2.3 ^ 2.3.4 

(<,-!)(* -2).... (*-(«-!)) 

■ ■+ 2X7::;^ * ■•••*' 

et en faisant /!r = 0, 

/■ij.a.y 1 1 

170. Q = x-ix*+ix*-ix*+i'x*-'±—ai'-"00. 

Cette eqoation peat ötre prösentee sous les deux formes suivanles 

171. (li^ = £(2-a:)+^(4-3x)+^(6-5x).... + j^^^(n+l-«x)....oo et 

172. (H^ = ._^(3-2x)_^(5^)-^(7-6.>...-^^(«>-l>)-^^ 

Si dans ces expressions x est reel et >>0 et <ll tous les termes 
a droite dans la premiere expression seront positifs et tous les termes 
a droite de la secoode, excepte le premier terme x^ seront negatifs. 

Donc la valeur de (x "^ sera necessairement >0 et <Z^9 c'est-ä-dire 

>>0 et <Cl9 2; etant suppose <Cl. Donc, u etant mis au lieu de i+x, on 

trouve que la valeur de ^ est >0 et <:1, si ii est >1 et <Z2. 

Mais la n!^^ puissance d'une quantite comprise entre et 1, et qui 

pour cela peut dtre representee par . , oü « est >0, est, suivant ce qui 

a ete demontre (§. 26. XIII. et XVI.) = pour i» = oo. Donc on a ici 



173. 



(11« i\« 
— ——J = pour ft = oo, ti 6tant >1 et <2. 
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Y. Nous venons donc de troaver que des deax factenrs ^ et 
j du cogfficient differentiel d^Fy (167.) le premier ti^ n'est pas 

j, u etant >! et <;2, ne Test pas non plus poor 

= et pour aucune valeur de n, mais aa contraire qu'il est zero pour 
n = oo. Donc les conditions de Texistence de la serie (166.) seront sa- 
tisfaites et la serie aora lieu d'abord pour toutes le valeurs de u entre 1 et 2 
et pour une valeur quelconque de k. 

VI. Mais on peut faire voir que la serie (166.) aura lieu egale- 
ment pour une valeur quelconque reelle et positive de u. En effet la serie 
(166.) ayant lieu pour une valeur quelconque de k^ on peut ecrire mk an 
lieu de k et my au lieu de y oü m est tout ce qu'on voudra. La serie snb- 
sistera encore et on aura 

174. ti-»y +•-* = ii-y + m*(^-^-^ Jtt-y + j!i^(JL—L^ u-y . .. . 
2.3... .nV / "^ 2.3....« V mk /' 

ff etant toujours entre 1 et 2. Cela pose, mettons egalement mk au lieu 
de k dans la serie (145.) qui a lieu sans aucune condition, eile nous donnera, 
»^ etant = («"*)* 

175. (li'-y = l+iitfc(u-l)+^*^^-^Viy...>+ mKmkAXmk.2)....{mk^(n^l)) ^^_j^, 

De la on tire 

h ^ ^ ^«3 ^.o....it -J 

et si Ton fait A = 0, 

176. ij!L^ = m[(u-l)-i(ti-iy+l(t*-l)'— ±^(t*-l>'....]. 
Mais la serie (145.) eile möme donne 

ü^ = (..!)+ ^(..,).+ (±ÜÄL)(..,).....+ »-■X>^^-;;(»-<'-») (._,). 

et pour k = Q 

177. ^ = («_l)-i(«_l)'+|(„-l)'....+i-(«_l)..... 
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donc OD a en vertn des denx expressions (176. et 177.) 

178. g - ^~ö~- 

On ponrra donc mettre dans la serie (174.), qai a lien indnbitable- 
menl, ^" ^ an lien de m. " ^ , et cela donne 



Mais u etant ^1 et <C2 et m arbitraire, la pnissance ti" pent avoir 
tonte valeur reelle et positive qn'on voudra; donc en ecrivant simplement 
ff an Heu de ti" dans (179.), on aura 

.«0. .« = ...(-l).4(-l)V....,^(-i)V 

on maintenant u a nne valenr qnelconqne reelle et positive. Donc la s6- 
rie (166.) a lien ponr nne valenr qnelconqne reelle et positive de u, ponr 
nne valenr qnelconqne reelle de y et ponr nne valenr qnelconqne reelle 
on imaginaire de k. 

28. 
Ayant tronve les conditions de Texistence de la serie (166. on 
180.) il s'agit maintenant de sa convergence. 

I. Si Ton vent snpposer reelles tontes les qnantites qni entrent dans 
la serie, le theoreme de la convergence (§. 23. VI.) y sera applicable. 

II. Snivant ce theoreme la si§rie sera convergente si ses termes 
ne sont pas infinis, sMls vont en decroissant et si dn premier terme de son 
reste A, savoir dn terme 

!»'• ''-= ii.3. ■(.+1) <V) 

les valenrs qni correspondent a la plus grande et k la plus petite valenr 
que pent avoir la quantite 

182. d^Fy = ^\^^) 

pour les valenrs differentes de y depuis y jnsqu'a y+k sont zero tontes les 
deux pour 11 = 00. 
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III. Mais le facteur v?, puisqu'il est common ä tous les termes de la 
Serie (180.) a droite et ä gauche, et pnisque par cette raison il n'infloe 
pas snr la convergence de la serie, n'entre pas en caicul. Donc la serie 
(ISO.)) le facteur v? ayant ete supprime, se reduit a 



183. fi* = 1+* 



V J^2\ J ^2.3.. ..«V J 



et dans tous les cas oä cette serie est convergente, la serie (180.) le sera 
egalement. 

VI. La qaantite t^ etant effacee dans les expressions (181. et 182.) 
elles se rednisent ä 

*®*- ^-- = 2.3....,n+l) (,-Q~; ^* 



185. ö"Fy 



= iW- 



Mais pnisque la qnantite y, qui est la seule variable, n^entre plus 
dans (185.) , on voit que les conditions de la serie (183. ou bien 180.) se 
reduisent ä ce que ses termes ne doivent pas dtre infinis, quMIs doivent 
aller en decroissant et que T,^i (184.) doit dtre zero pour 11 = 00. 

y. On voit qu'aucun des n premiers termes de la serie (183. ou 

180.), ft etant fini, n'est pas infini; les quantites qui y entrent, savöir u et 

t#®— 1 
k^ etant supposees finies, car nous avons trouve que ^ est entre et 

1, si ti est entre 1 et 2, et = m ^ pour une valeur quelconque po- 
sitive tf" de u. Donc la premiere des conditions de la convergence de la 
Serie est satisfaite. Mais la seconde condition, que les termes doivent 
aller en decroissant, au moins vers Tinfini, sera satisfaite d^elle möme si 
le terme T,^i est zero pour n = oo. Donc la recherche de la serie (183. 
ou bien 180.) se reduit en demiere analyse a celle de ce terme, et il n'y 
a qu'a voir si T^^i (184.) est zero pour 11 = 00 ou non. 

VI. Comme ^ est toujours une quantite finie, on peut supposer 

186. ^'^-Q^ = * 
ou l est fini. Par cela Texpression (184.) se reduit a 
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^^'^- ^*+^ = 2.3... .(n+l) 
et il DO s'agit que de voir si la valear absolue de cette quantite est zero 
OQ non pour n = oo, il etant une quantite finie quelconqae. 

VII. Supposons la valear absolne de l plus grande que le nom- 
bre entier ^ et plus petite que ^+1. Puls mettons T,+i dans la forme 

1 QQ m X» A 4» A K 

^ 2.S....fi ju+l ju+2 fi+3 n+l 

On voit que dans cette expression le premier facteur ,J-^ est 

l 
toujours une quantite finie. Le second facteur , il ayant ete suppose 

plus petit que ^+1, est <C1. Les autres facteurs qui suivent sont en- 

iU* / il \*+i~ f 
core plus petits. Donc T»+i n'est pas plus grand que ^— (.""TT/ 

X 1 

Mais , . etant <;1, cette quantite peut 6lre supposee = ^ oü z est 

positif; donc T,+i n'est pas plus grand que -^-0 ^. vh-i-^ ' ^^^^ ^° 

vertu de ce qui a ete demontre (§. 26. XIV et XVII.) . y-n-// ®s* ^^^^ 

pour » = 00. Donc aussi T»+i, le facteur -5-0 de cette quantite etant 

fini, n'est pas plus grand que zero pour 11 = 00. C'est-ä-dire T.+i est 
zero pour n = 00, il^ ou bien k et u, ayant des valeurs quelconques. 

Donc la serie (183.) ou bien celle (180.) est convergente dans 
tous les cas oü y et Ar ont des valeurs reelles quelconques et u une valeur 
reelle positive quelconque. 

29. 

Voyons ce que nous donne d'ailleurs la serie (183.) dont nous ve- 
nons d'examiner Texistence et la convergence. 

I. Nous avons vu (§. 27. IV.) que si u est entre 1 et 2, la quan- 
tite ^ est entre et 1, et (§. 27. VI. 178.) que ^^^^^^^ = m^^, oü 
m peut dtre tout ce qu^on voudra. De la on voit qu^en donnant a m une 
valeur convenable, on peut faire m.— ^ = 1. Donc aqssi ^ — ^ — peut 

ötre = 1 pour une valeur convenable de ti% ou bien de ti^ en ecrivant 
simplement u au Heu de u''. Seit e la valeur encore inconnue de u pour 
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laquelle —^ — = 1, la serie (183.) donne dans ce cas 

189. e* = l+Ä+^+^ + ir^nr-- + 



• • • • 



2 • 2.3 ' 2.3.4 ' 2.3....» 

Par cette serie mdme on troove sar le cbamp la valenr de e st ron faii 
Ar = 1 , sa voir 

190. e = l + l + y + -2^+ ^ \ ^ '' == 2,7182818285.... 
C'est la valeur de u pour laquelle ^ = 1, de sorte que 

191. -^ = 1. 

II. Maintenant une pnissance quelconque tP peut ötre exprimee ega- 
lement par toute autre racine i?^ si on Ini donne un exposant convenable. 
En effet, seit e^ = ii^ on a 

192. » == «y = f)«y 

et si au lieu de e on met la quantite e (190.) et e^ = tf^ on a 

193. » = «y = efy. 

Si Ton donne une valeur determinee a la racine d'nne puissance, 
de Sorte que Texposant seul sufGse pour exprimer la valeur de la puis- 
sance, on donne le nom de logarithme a Texposant et celui de base 
a la racine. C'est la seule difference dans le sens des mots exposant 
et logarithme. La puissance eile mdme s'appelle aussi logarithmande. 
Si la base u est toujours la möme pour une suite quelconque de loga- 
rithmandes, cette suite presente un Systeme logieiritbmique, et la ra- 
eine commune aux puissances en est la base. Dans Texpression (192.) y 
est le logaritbme du logarithmande z ayant u pour base, et en möme tems my 
est le logarithme du mdme logarithmande j5 ayant e pour base. Si les loga- 
rithmes d'un Systeme quelconque ont la quantite e (190.) pour base, c'est- 

a-dire la valeur de u qui donne — ^ = 1, on les appelle naturels ou 

hyperboliques. Les logarithmes sont ceux de Briggs, si leur base 

est le nombre 10. On voit que cela ne differe pas de ce qui est en usage. 

Mais möme par cette raison il etoit necessaire de Tenoncer, vu les diffe- 
rences qu'offre ce petite memoire dans les autres parties. 
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IV. Quant a la notation des logarithmes, on les designe ordinai- 
rement par leur nom abrege log. Mais cette notation est evidemment in- 
complete et vague toutes les fois qne la base n'est pas determinee une 
fois pour toutes, de sorte qu^elle ne varie pas dans tout le cours du calcul. 
Oomme le terme logarithme ne d^signe pas parfaitement la quantite 
qu'on a en vue sans Tenonce de la base, parcequ'un nombre infini de 
logarithmes d'un möme nombre est possible suivant les valeurs differentes 
de la base, il est indispensablement necessaire d'enoncer encore la valeur 
de la base supposee. Cela pourra se faire commodement et convenable- 
nent en mettant le signe de la base au dessus du mot log. par exemple 
en ecrivant dans le cas (192.). 



t/ 



194. y^logss, my = \ogsi. 

On peut möme fort bien supprimer le terme log et mettre seulement la 
base du cöte gauche du logaritbmande et un peu plus baut, par ex. comme 
suit 

195. y = % my = "a 

car cette derniere notation n'est gueres consacree a un autre objet et eile 
n^est pour ainsi dire qu'une abreviation de celle (194.). Je me sers ordi- 
nairement de cette notation abregee (195.); mais pour me rapprocher de 
Tusage ordinaire autant que Tobjet paratt le permettre, je conserverai ici 
la notation (194.). II est vrai que celle -ci n'est pas generalement en 
usage non plus: ordinairement on n'ecrit que le mot log. et dans les cas 
oü Tobscurite devient trop gründe, on enonce additionnellement la base 
en mots. Mais cela n'est pas bien fait II est vrai qu'enfin il est pos- 
sible d^enoncer toute une formule algebrique par des mots au lieu de signes. 
Mais le signes valent mieux, et comme on sait, möme une partie conside- 
Jable de la force de Tanalyse lui est donnee par Temploi de signes, moyen 
eurömement propre et efBcace de combiner les conclusions et les theo- 
renes, dont la composition au moyen de mots seuls, sans le secours de sig- 
ne;, ne seroit guere possible. Dans les cas ou il ne s'agit que d'une seule 
et nöme base, on peut sans doute se dispenser de Tecrire, comme, par 
ex. et par comparaison, il n'est pas besoin dans un calcul analytiqne 
oü ientre qu'une seule variable, d'ecrire cette variable dans les coeffi- 
ciens differentiels. Dans ces cas la notation ordinaire suffit. Mais si plu- 
sieurs bases entrent dans le calcul des logarithmes, il est nöcessaire de les 

42» 
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enoncer, et cela se fait plus convenablement an moyen des signes qu'au 
moyen des mots. 

V. Si j5=ti^ = f?*"y on tire des eqnations (194.) 

196. logs = mlogs 

et dans le cas f> = e et m = /iy c^est-a-dire dans le cas z = v^=^e^ (1^3.) 

197. log» = julog». 

Pnisque log z exprime Texposant y mdme dans fi^=^z, on a dans 
le cas y = l, c'est-ä-dire a = fi, 

198. log II = 1 
donc en vertu de (196. et 197.) 

199. logti = m et logti = ju. 
Cela, etant substitue dans les mömes eqnations (196. et 197.)9 donne 

V u V e u € 

200. logs = logs logfi et log» = log & log ii, 

on bien 



201. log(f«y) = log(iiy)logii et log« = log(iiy)logt#, 
on bien encore 

202. log(iiy) = ylogu et loga = ylogii. 
De (200.) on tire 

•* * 1 * 1 

203. Iog;5 = log2* — - — = log» 



logfi log« 

Cela fait voir que ponr tronver le logarithme d^une quantite qnelconque 
z, la base etant u^ par celni de la mdme qnantite ponr la base t? on ^ 
il n^y a qu'ä diviser ce dernier logarithme par celni de la nonvelle bas)) 
tire du Systeme precedent des logarithmes. En partant des logarithnes 

dits natnrels, le multiplicateur — - — (203.) est le module du nouv^au 

log II 

Systeme, qui a u ponr base. 

Si w est une nonvelle base, les eqnations (202.) donnent logy) = 

9 V> «0 

y logfi et log(tf^) = ylogfi^ donc 
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204. ^\^ = }^ 

\og{ff) logu 

et cela fait voir que les logarithmes d^une mdme puissance qoelconqoe ti^^ 
tires des systemes differents des logarithmes, sont en raison des logarith- 
mes des bases r et tr des deux systemes sans que Texposant y y entre. 

VI. Si Ton suppose u = e^, e etant tcujours la quantite (190.) on a 

205. m = log(6*) = logu. 

Mais tt = c* donne fi* = (c"')* = c"*. Donc en vertu de (189.), en y met- 
tant mAr au lieu de k^ 

206. 11* = l + mfc+-^ + ^-3-.... + 2-3— ^ 



e 

et puisque m^ comme nous venons de voir, peut ötre exprime par log ti^ 

207. .^ = ,+«.j.+i«?k.+i*!2^....+ (*'«««)- 



2 2.3 2.3. ...f} 



'••••• 



En comparant celte formule a Texpression de vi" (183.) on voit que 

u^—\ « 

208. ^-^ = logu. 

La formule* (178.) donne le möme resultat en y faisant u = e. En effet 

fgwNo 2 6*^ 1 e^ 1 

eile donne dans ce cas -^-~r = m ^ . Mais ^ = 1 (191.) donc 

^-^ — ou bien — ^— = m, et puisque fii = logtf (205.), — ^j — = logii, 

comme (208.). 

On appelle series exponentielles les series semblables a Celles 
(207. et 189.). EUes sont, comme il a ete demontr^ plus haut, conver- 
gentes pour une valeur quelconque de k et u. 

VII. En mettant 1-i-a; au lieu de u dans (208.) on a 



209. log(l + a:) = ^'^ ^ 



et en vertu de (170.) 



210. log(l + fl;) = fl;-ia?'+ifl;^-ia?*+ia?'-..±-^x* 
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Cette Serie, comme il a ete demontre (§• 27. IV.) est d'abord convergente 
daus les cas ou o; est >>0 et <Cl. Mais eile Test egalement si x<CO et 

>— 1. Car si x est negatif, la serie (210.) se reduit a log (1 — a?) = 

—(x + ^x'^ + ^a^ + ^x*' ' • • H — ^* ) ou maintenant x est regarde 

comme positif. La valeur absolue da reste A, de cette serie qui suit le 

terme — x"". savoir Ä- = ^t-t( 1 +a? ^ o +a?^ ^ . o ^ est evidemment plus 

n ' * ii4-l\ 11+2 n-t-3 ^ '^ 

grande que zero et plus petite que (1+a?+a?^ )= , • .__ • 

Cette seconde limite de la valeur du reste R^ est egalement zero pour 
« = oc si x<ii- Donc Ä» est zero pour n = oo et la serie est conver- 
gente egalement dans le cas x<ZO et >> — 1. Donc eile est convergente 
si X tombe entre —1 et +1. 

€ 

Puisqu'en vertu de (203.) pour tonte autre base f>, log« = — f— on a 



logt? 



211. log(l+a?) = "" 



logt) 

On sait que les series peu convergentes (210.) et (211.) qui donnent le 
logarithme de i + x peuvent dtre rendues plus convergente^ de diffe- 
rentes manieres; mais nous ne nous y arrdterons pas. 

30. 
Dans ce qui precede la quantite js de Texpression v? = z a ete ex- 
primee par y ei u de deux manieres differentes, savoir par les series 
(145. et 207.). Ces deux series differentes, exprimant une seule et möme 
quantite, viennent des deux valeurs a=l et a = que peut avoir la 
quantite arbitraire a dans le developpement general des fonctions (78.)* 
De plus la quantite y de Texpression u^ = s a et6 exprimee en u ei z 
par la serie (211.) y etant le logarithme de z pour la base ti. Dans la 
serie (211.) 1+^ et e prennent la place de z et u. Donc, des trois 
problemes (135.) qui se presentent dans le developpement des puissances^ 
il ne reste que le troisieme, savoir d'exprimer, u par y et z. Mais la 
Solution de ce probleme n'exige pas de nouveau developpement. De u^ = z 
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OD tire tt = J5^ (10.) 9 de sorte que u peut dtre exprime en z et y au 
moyen des series (145. et 207.). 

II y a encore a remarquer que les expressions des puissances que 
nous venons de presenter n^en donnent qu^une seule valeor. Pour avoir 
les autres, s'il y en a, il n'y a suivant (§. 9.) qu'a muUiplier les ex- 
pressions par la puissance de Tunite qui a le mdme exposant. 

Maintenant nous venons aox fonctions angulaires qui parti- 
culierement se rapportent aux puissances a exposans imaginaires. 
Nous en donnerons le developpement en faisant voir en möme tems qu*il 
peut ötre execute a Taide du developpement general seul sans avoir re- 
cours aux considerations geometriques ni a d'autres considerations elran- 
geres a Tobjet. 



V. Application de la sdrie generale de developpement 

aux fonctions angulaires. 

31. 

II n'y a d'autre condition de Texistence de la Serie particu- 
liere de Taylor (91.) que celle qu'aucun des cogfficiens differentiels 
qui y entrent ne doit ötre infini; la quantite k de laquelle varie la variable 
X peut ötre, tont ce qu'on vondra, reelle ou imaginaire, on möme infinie 
(ä voir §. 18.). Donc aussi les series que donne la serie particuliere de 
Taylor, si on Tapplique aux puissances, par ex. les series (145. 180. 
189.) auront lieu pour une valeur quelconque de k, reelle ou imaginaire 
(a voir §. 27. VI.). Ce n'est pas Texistence des series, c'est le theoreme 
general (§.21.) de la convergence des series tirees du developpement 
general, qui exige que toutes les quantites qui entrent dans ces series 
soient reelles, si Ton en veut juger la convergence. 

Donc par ex. la serie (189.) a lieu pour une valeur quelconque 
de ky mdme imaginaire et infinie, et si Ton fait ä= +a?)/ — 1 =^ ±ixy )/— 1 
etant suppose = i^ on a generalement 

212. e^^ = 1-^+ ^ ^ - X 



2 • 2.3.4 2.3. ...6 - 2.3. ...2« 

-\^ 2.3"'' 2.3.4.5 2.3... .7 * - 2.3....(2fi+l) ' 7 



332 §. 32. form. 213. — 216. 31. Grelle, mimaire sur la tlUorie des putssances, 

ponr une vaieur quelconqae de x, Mais le theoreme de la convergence 
(§. 21.) ne peut dtre applique a cette serie^ puisqu^il exige la realite de 
toutes les quantites. 

La Serie (212.) n'est pas d'ailleurs moins generale que si au lieo de la 
base e du Systeme de logarithmes naturels on met ane quantite quelcon- 
que II, comme dans (207.), car ii-^ etant = e***^ si ii = c"', il n'y a 
qu'a ecrire mx au Heu de x ponr avoir egalement Texpression de u-^ 
par la voie de la serie (212.)- 

32. 

II s^agit maintenant de chercher les proprietes de Texpression 1,212.). 

I. Designons la partie reelle de cette expression par cosa; et la 
partie imaginaire par isinx, de sorte que 

2,4. ^(1 -0+2X4:5-dz7 • • ^ 2.3..''.(2«-l) )+^---=^'"^- 

Nous invitons le lecteur a vouloir bien mettre ici ä cöte les idöes 
du cercle et des lignes geometriques qu'on a coutume d'attacber aux mots 
cos et sin. Nous anrions cboisi quelques autres signes pour les valeurs 
de series (213. et 214.) si on avoit eu ä craindre qu'on ne fit pas atten- 
tion ä Tinvitation que nous venons de faire. II ne s'agit ici que des ex- 
pressions purenient analytiques, et si ces expressions donnent en möme 
tems les valeurs de certaines quantites geometriques, c'est a la geome- 
(rie et non pas a Tanalyse de faire voir cela. Nous sommes absolument 
indifferents ä ce que signifient les series (213. et 214.) en geometrie. II 
seroit evidemment contraire a une bonne metbode de mdler la geometrie a 
Tanalyse. La geometrie peut avoir besoin de Fanal yse, mais eile ne peut 
Jamals la preceder ni s*y mdler. 

II. La somme de deux termes consecutifs de la serie (213.) est 



a:^» 



et la somme de deux termes consecutifs de la serie (214.) 

216- ± 2.3....(2n + 3) (^^» + ^^^" + ^^-"')- 
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Puisqae x a ete suppose reel, x'^ et toojours positif, comme n. 
Donc le facteur (2« + l)(2»-f 2)— a?^ de Texpression (215.) est positif 
si 2 «+ 1 = ou > a? , et le facteur (2«+ 2) (2 »-f 3) — x'^ de Texpression 
(216.) Test si 2n+2=^ou>x. Donc dans ces cas la somme de deux 
termes consecutifs dans les deux series (213. et 214.) prend le signe de 
son premier terme. Mais les termes des series (213. et 214.) ont alter- 
nativement les mdmes signes et les exposans de x vont en croissant; donc 
toQS les couples de termes qui suivent ceux (215. et 216.) ont les mömes 

signes. Donc aossi la somme de tous les termes des celui ^o o ^^°^ (313.) 

et des celui zr^ — . ^ dans (214.), x elant respectivement = ou < 2 » + 1 

et = ou <C 2 f} + 2 , ont les mdmes signes que ces premiers termes eux- 
mömes. C'est-a-dire les restes des series (213. et 214.) A^^^s et jß?..! 
ont les mdmes signes que leurs premiers termes des 2ii+1=our>a: 
dans (213.) et des 2ft+2 = ou>a; dans (214.). 

III. Donc si Ton continue les series jusqu'a quelque terme positif 
dont Texposant seit assez eleve pour donner 2n+l=ou>>a; dans la 
premiere et 2ii + 2 = ouI>a; dans la seconde, les sommes de ces par- 
ties des series seront necessairement plus petites que les sommes des 
series prises dans toute leur etendue, les restes etant positifs. Mais 
si on reunit encore les premiers termes des restes aux sommes des par- 
ties detachees des series, de sorte que maintenant les premiers termes des 
restes soient negatifs, les signes des termes allant toujours en alternant, 
les sommes des parties detachees des series seront necessairement plus 
grandes que Celles des series entieres, les nouveaux restes etant negatifs. 

Si au contraire on continue d'abord les series jusqu'a quelque terme 
n e g a t i f d'un exposant assez eleve pour donner 2n+l =ou>>a; dans 
la premiere et 2f} + 2 = ou>>a; dans la seconde, les sommes de ces 
parties des series seront, par des raisons semblables, plus grandes que 
les sommes des series prises dans toute leur etendue, et plus petites si 
Ton reunit encore aux parties detachees des series les premiers termes 
des restes. 

Donc les sommes des series (213. et 214.) seront comprises dans 
tous les cas entre Celles des termes qui precedent les restes lUn-^i et iR2»^i? 
X etant respectivement = ou<C2»+l et = ou <l2»+2, et celles des 
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mömes termes reunis anx premiers termes des restes. Donc zero et las 
valeurs des premiers termes des restes seront des limites pour les 
valeurs des restes, c'est-ä-dire 

217. jRj^j dans (213.) sera entre et + ^-ö— «-, 2n+l etaiit = ou >a:, et 

218. Rin-i dans (214.) sera entre et + 5-« — 7^— nrr, 2«+2etant=oa>a?. 

Les valeurs des restes des series (213. et 214.) seront donc comprises 
entre Celles des valeurs de leurs premiers termes qui correspondent aux 
plus grandes et plus petites valeurs de x depuis zero jusqu'a x. Donc 
le th^oreme general sur la convergence des series a lieu egalement ici. 

IV. Si « = 00 les quantites+ö-Q — 0- ©t ±o"q — 7ö~tt\^ ®d vertu 

de ce qui a ete demontre (§. 28. VI.), seront zero; donc dans ce cas les 
limites des valeurs des restes (217. et 218.) sont zero toutes les deox. 
Donc les restes eux m6mes seront nnls. Et puisque 2n+l et 2ft+2 
peuvent ötre toujours plus grands que Xy quelque grande que soit cette 
quanlite, on voit que les series (213. et 214.) seront toujours convergen- 
tes pour une valeur quelconque de x. 

y. Si a;<< 1 on = 1, les expressions des restes (217. 218.) seront 
A6}ä applicables aux series (213. 214.) des leurs premiers termes, puis- 
que dans ce cas 2n+i et 2f}-h2 c= ou >>a; möme pour ft = 0. EUes le 
seront ä plus forte raison si des series on prend plus d^un terme. Donc, 
X etant suppose = 1, on trouve que 

219. cos 1 est entre 1 et 0, entre 1 et 1— J = 1, entre 1— i = tletl— i + j^ = ü etc. 

220. sin 1 entre et 1 , entre 1 et 1- ^^j = |, entre ^'tj = i ^^^'2^+ äXTs = H4 ©tc 

VI. Les expressions (217. et 218.) des limites des restes des s6ries 
(213. et 214.) fönt voir a la verite que ces limites varient suivant la loi 
de continuite avec x en möme tems; mais il n'est pas demontrö par 
la que les restes eux-mdmes varient suivant cette mdme loi; et en- 
core moins que tandis que par ex. x augmente, les restes augmen- 
tent egalement; il se pourroit au contraire qn'ils allassent alternativement 
en croissant et en diminuant. En effet il seroit possible que Taugmen- 
tation des termes dont les signes sont egaux Temportät alternativement 



221- ". =X3-:2ir(i-^'")-X3r::^«T2)-^^-^'"'> 
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sur ceile des termes a signes opposes. D nous Importe, comme on le 
verra par la suite, de decider cette question. 

Si k exprime un nombre fractionnaire ou irrationnel quelconqae^ 
positif et plus petit que x, deux valeurs successives de o;, si cette quantite 
va en augmentant , pourront ötre representees par Ix et x. Cela pose, ia 
Variation de ia somme de deux termes consecutifs de Ia serie (213.) sera 

^ + 2) 

et Celle de Ia somme de deux termes consecutifs de Ia serie (214.) 

= 2.3..S1+3) ((2n+2)(2n + 3)(l-A'«^0-»'(l-^--^3)). 

Supposons dans (221.) t-X'"+*<Ä(l-i*'). Cela donne l-i»--}.i»-(l_i») 
<ft(l— i*") et en divisant par 1— i*", comme cela est permis, i—l*" 

etant positif, 1+il'" ^_v,, <*? ou Wen 



Faisons semblablement l-i*"+'<Ä,(l-i'"+') dans (222.). Cela donne 
1 _ i*«+i + i»-+i (1 - i») < Ä, (1 - A»»+i) et en divisant par 1 - Ä*"+', 



Puisque i est positif et <1, T* et i'*+* sont<l, et l+i est<l + i+i^...+ i'— ^ 

<:il + ^+^^ H-^^"; donc les sommes des termes ä gauche dans (223. et 

224.) seront moindres que 2 et on satisfera aox expressions (223. et 224.) 
pour toutes les valeurs possibles de l et pour toutes les valeurs que peut 
avoir n depuis 1 jusqu'a oo, en supposant Ar et Ari = 2. Donc on aura 

toujours 

225. 1 - i'-+^ < 2(1 - X'») et 

226. l-i'»+3 <2(1- i'-^-i). 

43» 



336 §-32. form. 227. et 228. 31. Cr eile ^ memoire sur la theorie des puissances, 

Cela fait voir que dans (221. j 

227, (2n + lX2n + 2Xl—A^")-«'(l-- *'"+')> [(2n+lX2w + 2)--2a?'](l—r») 

et dans (222.) 

228. (2ii + 2)(2n + 3)(l-Ä^»+^)-a?*(l-r"+3)> [(2n-h2X2n + 3)-2a:'](l-A'»+i). 

Supposons a:<ii+l dans (227.) on aura 2a?^<c2«' + 4»+2, donc 
(2«+l)(2«+2) etant = 4»'4-6«+2, (2ii4-l)(2« + 2)-2a:'>0 pour toutes 
les valeurs de n depuis 1 jusqu'a Tinfinl 

Supposons a: = ou <:;» + l dans (228.), on aura 2a: = ou <C2»^+4« + 2, 
donc (2« + 2)(2«+3) etant = 4«HtO« + 6, (2«+2)(2« + 3)-2a:'>0 pour 
toutes les valeurs de n depuis jusqu'a Tinfini. 

Mais 1-A'" dans (227.) et l-i'"+^ dans (228.) sont egalement 
toujours >0. Donc dans (227. et 228.) les quantites ä droite, et ä plus 
forte raison Celles a gauche, seront toujours positives, sauf les condi- 
tions enoncees par les valeurs de x et n. Mais ces quantites sont les fac- 

*«"" «"^ 2.3....(2»+2) ®* 2.3....(2«+3) ''""' '*' expressions des varia- 
tions de la somme de deux termes consecutifs des series (213. 214.) pre- 
sentees (221. 222.). Donc ces variations auront necessairement les mö- 

me8 signes que les quantites 2.3....(2«+ T) ^^ 2.3....(2«+3) ^ "" •»**" 
que les premiers des deux termes choisis. Et puisqu^il en est de mdme, et 
successivement toujours a plus forte raison, de tous les couples de termes 
qui suivent, et que les premiers termes de ce couples ont tous les mömes 
signes, on voit que les sommes des variations de tous les termes des se- 
ries, des les premiers termes des restes, auront les mdmes signes que ces pre- 
miers termes eux mdmes, c'est-a-dire que les variations des restes des 
series auront les mömes signes que Celles de leurs premiers termes. 
Donc les valeurs absolues des restes des series augmentent suivant la loi 
de continuite si les valeurs absolues de leurs premiers termes vont en crois- 
sant, et elles diminuent si les premiers termes vont en diminuant, sous 
condition que dans (213.) x soit <» + ! et dans (214.) a?= ou <;»+l. 
Sous cette condition le theoreme aura Heu respectivement pour toutes les 
valeurs de n depuis 1 et depuis jusqu^a Tinfini. 

VII. Si a: est < ou = 1 on a a:<<» + l pour n = i. Donc le theo- 
reme (VI.) sera applicable dans ce cas aux deux series des leurs premiers 
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termes. On voit donc que la diminution de cosa; va en croissant avec 

X en möme tems depuis a; = jusqu'ä o; = 1 , le second terme -^ de la 

Serie (213.) etant negatif. Donc si x augmente depuis jasqu'a 1, le 
Cosinus diminue depuis 1 jusqu'a une certaine quantite qui suivant (219.) 
est entre \ et \\. Le sinus va en croissant avec x en möme tems, son pre- 
mier terme etant positif. Si x augmente depuis jusqu'a 1, le sinus 
augmente depuis jusqu'a une certaine quantite qui suivant (220.) est entre 
i et W^. D'ailleurs les variations du cosinus et du sinus, dont il s'agit^ 
ont lieu en möme tems avec Celles de x^ suivant la loi de conti nuite. 

33. 

Ayant trouve les proprietes principales des series (213. et 214.): 
voyons ce qu^on en peut tirer d'ailleurs. 

I. En premier lieu il y a a observer que, puisque les series (213. 
et 214.) ne donnent qu'nne seule valenr de la quantite e-^ (212.), il faut 
pour avoir les autres valeurs, multiplier par 1~'' les quantites ä droite dana 
(212.). De la on tire les expressions completes de e-^ savoir 

229. C+'' = l+'*(cosa;+i8ina:), 

230. e-^ = l-^(cosa:-fsina:). 

n. En muitipliant ces expressions Tune par Tautre, on a 

231. 1 = cosfl;^^-sinx^ 

Puisque les quantites cosa; et sino;^ comme le fönt voir les expressions 
(213. et 214.), sont toujonrs reelles, de sorte que leurs quarres ne peu- 
vent ötre negatifs pour aucune valeur de o;^ Tequation (231.) fait voir 
que ni cosa;^ ni sina:^ ne peut ötre plus grand que 1, c'est-ä-dire que 
toutes les valeurs possibies de cosa; et Celles de sina; sont comprises 
entre +1 et —1. 

III. En muitipliant les equations (229. et 230.) par e^'^ = 1=^^(008^ + isiny) 
elles donnent 

232. c±<C«-y) = l±'C»-y)[co8a?co8y+ico8y8ina?+i8inyco8a? + 8ina:8iny], 
et en y mettant x—y au lieu de x^ 

233. e±»(*-y) = l±«(*-y)[co8(aj — y)±i8in(a?— y)J. 

En egalant les deux expressions de e-*^"""^^ (23!^. et 233.) on a 
234. cosaJC08y + 8ina58iny±i(co8y8ina: — sinycosa?) = C08(a5— y)+i8in(a:— y), 
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et paisqae les parties reelles et les parties imaginaires doivent dtre sero 
separement, 

235. cos{x'-y) = cosa;cosj( + sina;sinj(^ 

236. sin{x-'y) = smxcosy —cosxsiny. 

IV. Faisons changer mntaellement de place les qaantites x el y 
dnns (235. et 236.) on anra 

cos(y — a?) = cosj(co8a;+sinj(sina:^ 

s\n(y — x) = sin y cos o: — cos y sin 0?. 

En comparant ces expressions avec Celles (235. et 236.) on voit que 
cos(y— a:) = cos(a: — y) et sin(y— a?) = — sin(a:— y) ou bien, en ecrivant o: 
au lieu de x—y, 

237. co8(— a?) = co8(+^)? 

238. sin(— a:) = — sin(+a?). 

V. Mettant —y an Heu de +y dans (235. et 236.), ces expres- 
sions donnent 

C0B(a? + y) = C0Ba?C0B(— y) + 8inaJBin(— y) 
8in(aj+y) = 8ina?co8(— y) — C0Bx8in(— y) 

et en vertu de (237. 238.) 

239. cos(a: + y) = cos a? cos y— sin a: sin y, 

240. sin (a: + y) "= sinxcosy+cosa^siny. 

VI. En mettant x = y dans (235. et 236.) on a 

cosO = cos a?^ +810 3?^ et sinO = 0, 
€t en vertu de (231.) 

241. cosO = 1, 

242. sinO = 0. 

VII. En mettant x=:y dans (239. et 240.) on a 

243. cos 2 a; = cos a:'— sin a:^, 

244. sin 2 a: = 2 sin a; cos a:. 

VIII. Comme en vertu de tbeoreme ($. 32. VI. VII.) (cW ici que 
nous avons besoin de ce tbeoreme) dans le cas oü a: va en augmMtant 
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depnis jusqn^a 1, cwx diminoe snivant la loi de la continaite 
depuis 1 jusqu^a nne certaine quantite entre ^ = 0,5 et ^f = 0,5416 ... ., 
est sino; augmente semblabiement depais jnsqu'a nne certaine qaantite 

comprise entre ^ = 0,8333 .... et {^^ = 0,84166 , il y aura necessai- 

rement une valear reelle de x entre et 1 pour laqaelle sino; est egal 
a cosa;. En effet si x est zero, coso; est plus grand que sina:^ savoir 
cosa:=l et sina: = 0, et si a; = l, cosa: est plus petit que sina;^ savoir 

coso; entre 0,5 et 0,5416 .... et sino: entre 0,8333 et 0,84166 .... 

donc puisque coso: peut avoir tontes les valeurs possibles depuis 
1 jusqu'ä une certaine valeur entre 0,5 et 0,5416.... et sino? toutes ies 

valeurs possibles depuis jusqu^a une certaine valeur entre 0,8333 

et 0,84166.... pendant que x prend egalement toutes les valeurs 
possibles entre et 1, il y aura necessairement quelque valeur de x 
entre et 1 qui donne cosar = sin ar. 

Designons par ^n la valeur encore inconnue ie x, pour laqaelle 
sina? = cosa;^ on aura en vertu de (231.) 1 = sino^^ + sino;^ s=2sinfl^^^ donc 
en vertu des equations (243. 244.) 

245. cos 1 71 = 0, 

246. sin^Ti = 1. 

En substituant (245. et 246.) dans (243. et 244.) on aura 

247. coB7j = — 1==— 1 

248. Bin7j = 2.0.1=0. 

En mettant x^n et y =^^7i dans (239. et 240.) on aura en vertu de 
(245 248.) 

. 249. cosfTr == cobtvcob j^nr— sinTVsin j^tv = 0, 

250. 6min = QinntOB^n+QOsnBmin = —1. 

En mettant x = 7i dans (243. 244.), on a en vertu de (247. 248.) 

251. co827r = 1, 

252. sin 2 TT = 0. 

Puis mettant y = 27i dans (239. 240.) on aura en vertu de (251. 252.) 

253. cos(27r '{'X)=z co8a}COs27r — 8ind;8in2;i = coso; et 

254. sin(27r4-^) = 8inxco827r-|'C08a?Bin27r = sino?. 
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De la on tire entre aatres, n etant un nombre entier qaelconqae, 

255. cos27i = cos47i = cos6n.... = cQs2nn = 1, 

256. 8in2n = 8iii47r = sm6n . . . . = 8in2nn = 0, 

257. cos (2 na: +3?) = cosa:, 

258. sin(2iia:+a:) = sina;. 

Les expressions analogues pour les valears negatives de x et y se 
trouvent a Taide des equations (237. et 238.). 

34. 

Les expressions presentees dans le paragraphe precedent offrent 
comme on voit les principales formales trigonoroetriqaes ou plutöt go- 
niometriques, desqaelles on tire sans difficulte les aatres de ce genre. 

Les formules (§. 33. L jnsqu^a VIL) ont ete tirees seuleroent de 
deux expressions (229. et 230.) et en demontrant ces dernieres, le deve- 
loppement de e^^ en serie (212.) ne noas a servi que pour faire voir qne 
la qnantite e-^ est composee de deux parties, Tune reelle, Tautre imagi- 
naire. La forme de la serie (212.) n^est pas entree dans le calcul des 

expressions (§. 33. I VIL). Ce n'etoit qu'en (§. 33. VIIL) oü noas 

avions besoin des resultats de la recherche des series (213. et 214.), savoir 
pour faire voir qa'il existe ane valeor de x teile que cosa; = sina?^ d^ou 
ron a tire les resaltats de (§. 33. VIIL). 

Au reste les expressions fondamentales de la goniometrie presentees 
(§. 33.) ont ete trouvees par une voie porement analytique. Ou est parti 
de Texpression (212.), qai de son cöte est sortie des transformations iden- 
tiques. On n'a eu nulle part recours a la geometrie ni a d^autres thöo- 
remes et idees etrangeres a Tanalyse. Cela fait voir bien clairement que 
la theorie des fonctions angulaires n'est nuUement du domaine de la geo- 
metrie mais purement de celui de Tanalyse aussi bien que la tbeorie des 
puissances ou des logarithmes. U est bien singulier qu^ordinairement on 
tire de la geometrie la theorie des fonctions angulaires. On pourroit 
proceder egalement et avec le möme droit pour les logarithmes. Mais 
c'est ce qu'on ne fait pas. Le logarithme naturel exprime, comme on sait, 
Taire de Thyperbole; c'est pourquoi on Tappelle logarithme hyperboli- 
que. De Thyperbole c'est Taire qui donne le logarithme, du cercle 
c'est Tarc qui offre les fonctions angulaires. On abandonne, comme il le 
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fant le logarithme ä Tanalyse, mais on donne les fonctions angnlaires a la 
geometrie sans la moindre raison. Cela est evidemment contraire a une 
bonne methode. H est vrai que la geometrie participe aax resultats de 
la theorie des fonctions angulaires comme a Celles des logarithmes. Elle 
fait voir que le logarithme exprime effectivement Taire de Thyperbole, et 
c^est a eile de faire voir que si x represente un arc de cercie, les droi- 
tes qu'on appelle siuus et cosinus dans la geometrie ont les mdmes 
rapports a x qu^expriment les equations (213. et 214.). Mais pour ceia il 
nY & P^s d^ raison pour tirer ces relations des theoremes de la geome- 
trie, ui pour le cercle ni pour Thyperbole. 

35. 
Nous tirerons des expressions du (§. 33.) Celles des differentes va- 
leurs que peut avoir une puissance quelconque de Tunite, parcequ'il y 
aura quelques remarques a faire, taut sur ces expressions que sur Teffet 
de la pluralite des valeurs des puissances. 

Elevons a la puissance m""^ les expressions (229. et 230.), nous aurons 

259. c±'"^ = l±*"**(co8a?+fsinaj)*. 
Mais si dans les mömes expressions on ecrit mx au lieu de x, on trouve 

260. c**"* = l^''*'(coBma;+fBinma?). 

En egalant les deux expressions (259. et 260.) de e^^"^ on a 

261. (coBa?+f8inaj)* = (cosni^+tsinma;). 

Si Ton fait x==2nn^ on a cosa? = l et sina; = (255. 256.). Donc dans 
ce cas Tequation (261.) donne 

262. (cos2ii7i + isin2ii7i)"* = 1* = cos2i»ii7i + f sin2mii7i. 

Puisqu'ici la quantite arbitraire n peut dtre un nombre entier quel- 
conque, Texpression (262.) donne toutes les valeurs differentes que peut avoir 
la puissance 1"* de Tunite. La valeur etant egalement . parmi les valeurs 
differentes du nombre n^ et cosO etant 1, sinO = 0, une des valeurs diffe- 
rentes de 1"" est toujours Tunite. Cela s^accorde avec (§. 6.). 

Maintenaut il y a les remarques suivantes ä faire sur les expressions 
qui precedent. 

Grelie'B JoorDal d. M. VII. Bd. 4. Hft. 44 
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36, 

I. L'equation (261.) n'est pas complete pour toute aatre valear 
de X que 2i}7z^ si Ton veut que (coso^ + tsina;)"' exprime les differentefif 
valeurs que peut avoir cette quantite. Gar il ne se presente a gaoche 
qu'une seule valeur pendant qu^a droite il y en a plusieurs. Mais T^qua* 
tion (262.) a ete rendue complete par rintroduction faite da nombre drbi- 
traire n, mdme si Ton veut que la partie a gauche exprime toutes les 
valeurs qu^elle peut avoir; car le nombre des valeurs ä gauche n'a pas 
ete augmente tandis que les differentes valeurs qui conviennent a Texpo- 
sant m ont ete introduites dans la partie a droite. D^ailleurs il n'y a 
non plus a droite qu'une seule valeur pour chaque valeur determinee de n. 
II n'en seroit pas ainsi pour toute autre valeur de x. 

II. La defectuosite de requation (261.) tiree des equations (259. 
260.) vient de ce que le facteur (cosx + ismx)'* dans (259.) ne peut Älre 
cense exprimer qu'une seule valeur de cette quantitö, vu que Tautre fac- 
teur 1-"""^ exprime deja inclusivement la pluralite des valeurs. Cette re- 
striction etant observee, Tequation (261.) est effectivement complete. Veut 
on qu'elle exprime en möme tems toutes les valeurs que peut avoir la 
quantite (coso^ + tsina;)'", il n'y a suivant (§. 9.) qu'a multiplier a droite 
par 1"*. Cela donne Tequation complete 

263. (cosa: + «sina?)*" = {cosmx±is\nmx) l**. 

Si dans (259.) on met y au lieu de o; et qu'on multijplie le resultat par 
Texpredsion primitive, on trouve 

264. e±'C*+y) = l±«(*+y)(co8aj±tßina;)(co8y±f8iny). 

Si au contraire on met x + y au lieu de x dans (259.) on a 

265. ci^C^+s') = l±'C*+y)(cos(a? + y)+t8in(a?+y)). 
En egalant les deux expressions (264. et 265.) on a generalement 

266. (co8aj+tsina;)(oo8y+t8iny) = C08(a;+y)+t8in(a;+y). 
Maintenant si dans (263.) on substitue la valeur de 1 (262.) on trouve 

267. (cosiT+tsina?)"' = (cosma;+t8iniiia;)(cos2mn7r+t8in2mnn) 
et si a la partie droite de cette equation on applique celle (266.), on a 

268. (co8a?+t8ina?)"* = C08m(a? + 2n7r)+i8inm(aj + 2«7r) 

oü maintenant la pluralite des valeurs est observee des deux cötes. 
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Od auroit eu precisement le mdme resultat en substituant X'\'2nn 
au lieu de x dans (261.). Cette Substitution auroit ete permise puisqu'en 
vertu de (257. et 258.) cos(a:+2ii7i) = cosa? et sin(ar + 2«7i) = sina?, de 
Sorte que la Substitution faite, les quantites a gauche conservent encore 
la möme valeur. 

III. En negligeant la pluralite des valeurs des puissances on peut 
toniber dans plusieurs contradictions. Par ex. cos(a;-f 2n7i) et sin(a:4'2n7i) 
ayant les m^mes valeurs que cosor et sina:^ les equations (229. 230.) peu- 
vent Stre ecrites com nie suit 

269. e±^ = l±^ (coB(x + 2nn)±i&in(x+2nn)). 

Si de cette expression on prend la m^'' puissance on a 

270. ci««^ = I±''^(c08(a;+2nyi)+t8in(a?-f2fi7r))'" 

et cela en vertu de (261.) est la möme chose que 

271. e^^ = l±»"»*(coBm(a? + 2n7r)+fsinm(a? + 2n7r)). 
Mais si au lieu de cela on ecrit ma; au lieu de x dans (269.) on a 

272. c=t«"** = l^''^{cos(mx + 2nn)±ism(mx + 2nn)). 

Donc en egalant les expressions (271. et 272.) de la quantite e-"**, on trouve 
273. cos{fnx-{-2mnn)+iBm(mx-\-2fnn7t) = cos(mx + 2nn)-+iQin(mx'\-2nn), 

equation evidemment contradictoire. 

La contradiction vient de ce que la quantite cosm(a; + 2n7i) + 
i3\nm{x+2nn) dans (271.) qui est celle a gauche dans (273.) exprime 
toutes les valeurs differentes de la quantite (cos(a:+2«7i) + isin(a?+2ii7i))'* 
(270.) qu'elle represente, ou bien de celle (cosa: + »sina;)'" qui lui est egale, 
tandis qu'au contraire la quantite cos{mx+2n7i)±is\n{mx + 2nn) dans (272.) 
qui est celle ä droite dans (273.) n'exprime qu'une seule valeur. Veut-on 
que la derniere represente egalement toutes les valeurs differentes qui 
existent, on la multipliera par 1"* = cos2mn7i + jsin2mii7z (262). Cette 
Operation faite, les expressions (271. 272.), s'accorderont comme il est aisä 
de voir a Taide de Tequation (266.), 2nn dans (272.) pouvant ötre suppriroe 
Sans changer la valeur de Texpression. 

IV. Dans le cas x = 2n7i les expressions (229. 230.), savoir 
e-^ = l-''(cosa? + isina?) presentent une difficulte particuliere. Car dans 
ce cas on a cosor = cos2i»7i = 1 et sina; = sin2i}7i = 0, donc les ex- 

44» 
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pressions citees se reduisent ä 

274 gf"'* = I ±20171 

et cette expression a la premiere vue semble ötre contradictoire , car en 
prenant les puissances ±2in7i'^'"' de deax cötes on troave 

275. «-♦••"• = !+♦••'»• 

et cela est evidemment faux. Cette difficulte pourra, a ce qu^il semble^ ötre 
detruite egalement en faisant attention a la pluralite des valeurs. 

En efFet les expressions e-^**'' et 1^'*"^ ont la propriete de präsen- 
ter, au moyen du nombre arbitraire n qui y entre, toutes les valeurs 
que peuvent avoir les quantites e*'*'* et l*'"', car le facteur cosa: + fsina; 
de Texpression generale (229. 230.), si l'on y fait x = 2n7i, est toujours 1 
pour une valeur quelconque de n. Mais suivant la regle generale on a 
les valeurs differentes d'une puissance, en multipliant une quelconque de 
ses valeurs, par ex. la valeur reelle, s'il y en a, par la puissance de Tu- 
nite, qui a pour exposant celui de la puissance mdme. Ici les quantites 
^±2t«7f g^ j±2w7i Q^^ eifeclivement une valeur reelle, savoir celle qui cor- 
respond a la valeur zero de n. Elle est e^=l"=l. Donc on pent, 
ou plutöt il faut exprimer e^''*'' et 1^''*" par eM -'*"'' = 1 . 1 *'^'' et par 
|o j±2«n^ I j±2«rr^ dc sorlo quo requalion (274.), en ayant egard ä 
la pluralite des valeurs, ne veut dire autre chose que 

276. 1.1±^'»'' = 1.1±^«*''; 

et cette equation identique nMmplique point de contradiction. 

Voyons maintenant d'oü peut venir Terreur qu'offre Tequation (275.) 
qui exprime la ±2iu7f^'' puissance de Texpression (274.) ou (276.). L'e- 
quation (274.), dans la forme ou eile est, n^exprime qu'une seule valeur 
des quantites a droile et a gauche, savoir celle qui convient a i} = 0. Si 
Ton veut qu'elle donne toutes les valeurs differentes, qui ont lieu, il lui 
faut donner la forme (276.). Mais eile laisse indeterminees les autres 
valeurs dans cette forme, puisqu'elle est identique. Ces autres valeurs 
viennent au jour en prenant la puissance ±2in7i. Möme Tequation (275.) 
n'est pas fautive dans le cas n = 0. Elle ne Test que pour les autres 
valeurs de n et la raison en est, qu'elle n'exprime pas compldtement toutes 
les valeurs qui existent. En effet on ne peut pas dire que 

277. (ßfÜnny^^^^ -— r\±2imn\^'^**" 



J 
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mais aa contraire od a 

278. 6±^«-'^ = l±^*»^.l. 

C'est ce qa^on voit par requation (276.) qui 1 etant originaireroent = e^^ 
donne 1 .1*^" = eM^^*"^ = e*^'"% et egalement par les expressions (229. 
230.) qui, cosoT + fsina; etant 1, si Ton fait x = 2nny donnent egalement 
e±w^l±2«nj ß^n^ g^ li^^ j^ (274.) il faut ecrire (278.). Si de cettp 

expression on prend la puissance ±2inn, on plus generalement lä puis- 
sance +2fV7i, on trouve 

279. e-***^'*' = l-*"^^* . l^''*^^ 

et cette expression, comme nous le verrons tout a Theure, n^est pas con- 
tradictoire, si l^on a egard aux valeurs differentes de n et v. 

En effet Texpression (262.), ayant lieu pour une valear quelconque 
de m^ donne, en faisant m= +2iyn^ 

280. li^'»^ = (iOB(±4invn^±im(+Ainvn^. 

Mais les series (213. et 214.) ont lieu egalement pour une valeur quelcon- 
que de x; donc on a pour x=+Ainv7i 

281. cos(+4fnyfi*) = 1 + -^^ — g *" 2.3 4 "^ 2.Ö....6 ^'"* 

282. sm(+4tnyn') = +4i%nvn* (^1+ ^ ^ "^ 9 ^ A — ' / 

Cela donne en vertu de (280.) 

Mais en vertu de (189.), en ne manquant pas de multiplier comme il faut 
par la puissance de Tunite, pour avoir toutes les valeurs qui peuvent avoir 
lieu, on a 

284. e— = i-4,...(i_4«,„»4.IiggEy _ (4«»'"')' ^ (4«^"^ _ ) 

et si Ton substitue la valeur de 1^^*'^'' (283.) dans cette equation, on a 

285. e-^^"* = l-AHvn\l±2irn* 

et cela s'accorde avec (279.) de sorte qu'il n'y a plus de contradiction. 

V. La difficulte, quo dans ce qui precede requation (279.) semble 
presenter par ce qu'elle a une quantite imaginaire a droite saus en avoir 
ä gauche, n^est qu^apparente. La puissance 1=^^*"'' a exposant imaginaire, 
qui y entre, n^offre point de quantites imaginaire^; il faudroit pour en pro- 
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dnire un exposant reel des puissances de Tanite, comroe le fait voir (262.). 
Toutes les valeurs de 1*^*"^, suivant (283.), sonl reelles; donc il n'y a pas 
dans (279.) des quantites imaginaires autres que Celles qai viennent de 
^-urn* p^^p ß-*»yn\ L'equation (283.) donne toates les valeurs que l^^*»"^ 

peut avoir pour les valeurs differentes de v. Si dans requation (279.) on 
ne fait attention qu'aux valeurs reelles de e"*""^* pour les differentes va- 
leurs de r^ elles peuvent dtre exprimees par 



286. 1±'*''^ = 



— ♦flKTl' 



d'oü Ton voit, qu'elles sont toutes entre 1 et 0, e"" etanl 1 et ß~* = 0. 

VI. L'equation (278.) seroble presenter une autre difficulte. Car 
en developpant la quantite e-^^" en serie suivant (189.), il semble que sa 
valeur soit composee d'une partie reelle et d^une autre imaginaire, et cela 
seroit en contradiction avec ce que donne Tequation (283.), suivant laquelle 
la valeur de la quantite 1±'^% egale a ß^'*-^ (283.), est toule reelle. Mais 
la difficulte n'est egalement qu'apparente. En effet en developpant e^^^'^ 
suivant (189.), Texpression 

287. ei«- = l±2inn-(^+ (^'"f +f^-- 

2 2.3 2.3.4 

n'est pas complete. Pour la completer il faut la multiplier par 1^^''*'' et 
cella donne 

288. et«'" = l±"-(l±2<«^- (^"")' + <^i"f + g""]' ....). 

Pour mettre en evidence les differentes valeurs de e-'^^^ que cette equa- 
tion presente, on ne peut que separer des autres la valeur reelle de e^^^% 
pour la multiplier apres par l*^"»". Cette valeur reelle correspond ä « = 0, 
donc eile est 1, suivant (287.) et suivant Texpression e-'^"'^ eile mdme, et on a 

289. e±'^^ = 1±2^^.1. 

C'est Texpression complete de e-'^^", qui s'accorde avec (287.). 

VII. Si dans Texpression generale 

290. e±^ = l±'*(co8a?+iBina;) (229. 230.) 

on fait x=^{2n±i)7i, on a suivant (257. 258. et 247. 248.) cosir = -l 
et sin 07 = 0, donc 

291. e±*^(2-±i) == i±<^(2«±i)— 1. 
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Ici il n^y a pas de valeur reelle ni a droite ni a gauche, car tontes les va- 
leurs de n donnent des exposans imaginaires. 

Si de (291.) on prend la puissance ±i7i(2v±l\ on a 

292. e-^'(2»±^H2»'±i) = i-n»(2«±i)(2v±i).(— l)±««(2>'±i) 

et cela n'implique pas de contradiction. En effet, faisons x=^{2n±i)7i 
dans (261.), on aura 

293. (-ir = cosi»(2ii±l)7i + isinm(2ii±l)7i; 

donc si m = ±i{2v±l)7i, 

294. (- l)±«W»'±i) = co&±in\2n±lX2v±l)±iBm±%n\2n±lX2v±l). 

Cela donne, en developpant le cosinus et le sinus suivant (213. 214.), 

295. (-.l)±»-^(2-±i) = l-yi'(2n+l)(2y+l)+ (^'(^^±1X2»^±1))' ,^,, 

Mais en vertu de (189.), en maltipliant a droite par 1\ on a 

296. c-«'(2»±i)(2,'±i) ^ i-n*(2n±i)(7y±i) ^j — 7j'(2n+l)(2 v±l) + (^ (2w+lX2y±l))' ;\^ 

Substituant (295.) dans (296.) le resultat s'accordera avec (292.). 

VIII. Si dans (290-) on fait x = {2n±l)7i, on a suivant (257. 258. 
et 245. 246.) cosa? = et 8ina?= +1 donc 

297. e±'^('"±*) = l±*^C2"±»). + t. 

Ici il n^y a non plus de valeur reelle ni a droite ni ä gauche. 
Si d'abord on prend la seconde puissance de (297.) on a 

298. C±*^(*»±l) = l±«Vr(4i.+l) . _ 1^ 

Cette expression a la forme de celle (291.) d'ou Ton voit qu'elle sera ega- 
lement exempte de contradiction. 

Supposant x = {2n±^)7i (261.) on a 

299. (±0* = C0Bm(2it+i)fi±tBinm(2ii+i)7j, 

donc si Ton fait m=+i7r(2i/ + |) 

300. (±i)±i''^C^r±k) = C08 + m*(2n+iX2v±l)±t8in + m«(2n±i)(2y±l). 

Cela pose, si de (297.) on prend la puissance ±«^(2v + ^), on a 

301. e-'»*C'"±*)('»'i*) = l-^V«-HK2»'±*)(+t)±<«(2y±*) , 
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Mais en vertu de (300. et 213. 214.) oo a 

et saivant (189.), en maltipliant par i\ 

303. e-^'P-iiK'^i») = l-'«'C2-±»)('v±j)(i.^t(2n+i)(2i'±4)+Ö!!^!!±^^??^ 

En substituant (302.) dans (303.) le resultat s'accordera avec (301.) 
IX. L'equation generale 

304. e±« = l±«(co8x+fBma?) (229. 230.) 

peat encore ötre exprimee comme suit. 

En supposant m = ±ixy Texpression (262.) donne 

305. 1±^ = C08±2fa;it7j±fBin+2fa;n7r. 
Mais on a en vertu de (213. 214.) 

306. coB+2txnn = 1+-^^ — cr-^+ 0*1/ 

QA'T • _j_o- o- A . (2a?n;r)' , (2xnny \ 

307. 8in+2ta;n7r = 2txnnll+ ^ 00 "^ 9 q 4. f; " y? 

donc suivant (305.) 

308. 1±- = l-2«„.+-^^-(2|;^+^^Jl.... 
Mais saivant (189.), en muitipliant par 1\ on a 

donc en substituant (308.) dans (309.) e-'**''= 1-^*«^1±« et de la 

310. 1±« = e-2«"'.l+^'». 

En substituant cette expression dans (304.) on a 

311. et^ = e-^^*^.l+'*»^(co8x+f8ina?) 

et c'est Texpression des differentes valeurs de e-^. 

Si Ton veut se servir de Texpression (308.) de 1-** pour la sub- 
stituer dans (304.) on a 

312. c±« = (coBaj+f8ma?)(^l — 2ajii7r+-^^ — ^ 23 — '"*"/ 

C^est une autre expression coroplete de e-^. 
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Si dans (311.) on fail x = 2nn on a e±'"«^ = e"*"''*'.!*'''^' ou bien 

313. C-*»'''' = l-^'i\^±7inn^ 

Mais suivant (279.), en y faisant i» = v^ on a 

doDc (312. et 313.) donnent 

315. e^'""' = 1±''*'' 

et cela s'accorde avec (274.). 

X. On voit par les exemples (IV. VII. VIII.) combien il est ne- 
cessaire, dans beaucoup de cas, d^avoir attention a la pluralite des valeurs 
des puissances, et de completer leurs expressions par la multiplication d'une 
de leurs valeurs quelconque, par ex. de la valour reelle, s'ii y en a, par 
la mdme puissance de Tunite. Dans tous les cas oü il se peut aglr de la 
pluralite des racines, il ne faut pas ecrire simplement u^^ mais plulöt 
|ti|^.l^, oü \u\^ designe une valeur determinee de \u\^ et par preference 
la valeur reelle s'il en existe. Dans les cas od il ny a pas de valeur 
reelle, Texpression e-'* = cos a? + i sin ar remplace |fi|^; car generalement la 
quantite e-^ n'a pas de valeur reelle. Elle n'en a que dans le cas o; =^ 2;i7i, 
le seul oü la partie imaginaire +»sina; est zero. Pour toute autre valeur 
de X cette partie imaginaire n'est pas zero. Si x =^2n7iy la quantite e-^ 
reprend une valeur reelle, savoir celle qui correspond a n = dans son 
expressiou complete. Cette valeur est e'^=l. Dans ce cas la forme 
\u\^\^ de Texpression de la puissance reprend sa place. 

Nous ne donnons ce que contient le paragraphe present que comme 
un essai pour eclaircir les difficultes que les exposans imaginaires pre- 
sentent dans la theorie des puissances. Nous le soumettons, comme tout 
le reste du memoire, aux lumieres de ceux qui ont approfondi Tanalyse. 

37. 
Avant de quitter les fonctions angulaires il faut que nous disions 
un mot des expressions en forme de factorielles de cosj? et sino? 
par Xy ces expressions etant utiles dans la theorie des facultes analytiques. 
Nous en donnerons le developpement par un procede tres simple. Nous 
ferons preceder ce developpement par celui de quelques autres formules 
qui s'y rapportent ordinairement et dont nous aurons besoin dans la suite. 
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I. En mettant xi-2n7i^ n etant un nombre entier quelconque, an 
lieu de x dans (261.) et — au Heu de m, on a 

• 

Ol/? / 1 • • xi x-\'2nn .. . x + 2nn 

316. (co8a?+i8ina;r = cos +t8in 

COS {x + 2 nn} et s\n{x+2nn) elant egaux a coso? et sinx. 

Si de cette expression ön prend la m!^^ puissance on a 

317. cosic+tsma: = (cos — ■ +i8in — ' ) . 

Donc si a designe une quantite quelconque, on trouve 

318. a'^ — (eoBx4-tQinx) = a*" — (cos — ' r%B\n — ' ) et 

319. a"* — (cosic + tsina:) = a*" — (cos — ■ ism — ■ ) 

ou n represente tous les nombres entiers zero y compris. 

Maintenant -si m e§t un nombre entier, les quantites a droite dans 
(318. et 319.) seront divisibles par 

320. a~(cos — = htsm — ■ ) et 

^ m m y 

321. a-( cos — ■ fsin — ]. 

Donc les quantites (320. et 321.) seront facteurs des quantites a gauche 
dans (318. et 319.). 

Mais les quantites (320. 321.) auront m valeors differentes, ni plus 
ni moins. On les trouve en faisant ii = 0, 1, 2, 3 .... (wi — 1). Les va- 
leurs positives de n^ qui suivent, ou les valeurs negatives qui preceden 
ne donnent pas de nouvelles valeurs. Toutes ces valeurs des quantitr 
(320. 321.) seront egalement diviseurs des quantites a droite et a gauc 
dans (318. 319.}. iMais ces dernieres quantites ne peuvent avoir plus 
m diviseurs d'une dimension, a*" etant de la dimension m; donc les dif 
rentes valeurs des quantites (320. 321.) donneront tous les facteurs 
les quantites (318. 319.) peuvent avoir. 

Maintenant le produit des deux quantites a gauche dans (318. 319 

a'*" — a"'(cosa; + «sino? + cosx — tsino;) -\- cosx* + sina;* 
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ou bien 

322. a'- — 2a"*co8aj+l. 
Mais les produits <les facteurs de deux qaaDtites sont egalement facteurs du 
produit de ces mömes quantites. Donc le produit des quantites (320. 321.) 
qui, semblable ä celui de (318. et 319.), est 

323. a'— 2 a cos — ■ h 1 

m 

representera tous les facteurs de deux dimensions que peut avoir (322.). 
Donc on a 

324. a'"'-2a"'cosa? + l := (a'-2acos— + 1 ) 

x(a^-2acos^^+l^ 
X ra^^2acos^^^^+A 

X fa— 2acos — ^ h 1 1 

Le cosinus compris dans le dernier facteur a droite de cette expression est aussi 

/'2(m—l)n + x\ f^ 2(m—V\n-\-x\ (2n'-x\ 
= cos — (— ^^ ) = cos! 271 ^^ ^ ^ ) = cosf ). 

Celui de Tavant dernier facteur est 

etc. Si m est impair, le norobre m — \ des facteurs qui suivent le premier 
est pair; donc dans ce cas Texpression (324.) peut ötre mise sous la forme 

325. a'"'-2a'-cosa:+l 

= a^ — 2acos h 1 

a 

X (a— 2acos hl )(»— 2acos hl 1 

X (a— 2acos hll(»— 2acos hl] 

/" 2 o {m-'i)n+x , .\/ 2 o (m — 1)71 — x , A 
X (a— 2acos-^^ \'i \la^—2acos- h 1 ]• 

45» 
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Si 97» est pair le ^m™'' facteor a droite dans (324.) est 



a' — 2aco8 



mn-^-x 



(J5 \ OD 
ttH )+l = a'-j-2aco8 1-1-, 
tn y in 



les autres facteurs qui suivent le premier et dont le nombre est m — 2 
peuvent «i&tre exprimes comme ci-dessus. Dodc dans le cas de m pair, on a 

326. a'"'-2a"'cosa? + l 

X 



= (a'-2acos— + ijf 0^+20 



cos f- 1 

97» 



) 



X 



f a — 2acos hl )l a' — 2acos h * ) 

a^-2acos hl J( a^-2acos hl ) 



X 



{m — 2)7i-\'X 



( o^— 2 acos-^^^^ — '^j'^ I ^ _^ ^ 

\ m j \ m 



lVa'-2a 



(lu— 2)71 — a? \ 
cos-^ hl ). 



Cela donne comme on voit le theoreme de Moivre, dont celui de Cotes 
est un cas parliculier. 

II. Si dans les expressions ci-dessus on met 1 au lieu de a et 2x 
au lieu de x^ les formules (325. et 326.) prepnent la forme 

2x 

971 



327. 2(l-co82a?) = 2"' 



X 



X 



qui a lieu dans le cas de 97» 
328. 2(1— C082ic) = 2"» 



1 — 008 ) 

m / 



1—008 



1—008 



2n + 2x 

m 
4yr + 2a; 

m 



)(._ 
)(i- 



008 



008 



2yg— 2a? 

91» 

An — 2x 

97» 



) 
) 



1 — 008 



(97i — l);y + 2a? 

17» 



)0- 



008 



(»»— l)7r— 2a? 



97» 



). 



impair, et 

2aj\/, , 2a? 

Jl 1+C08- 

97»/ N m 



1— 008— )(1+C08— ) 
97» / N 17» -^ 

27r + 2a?\/, 29i— 2a? \ 

1 — cos ' ) l 1 — 008 ) 

«1 / \ tu / 



1—008 



97» 

4n + 2x 

97» 



)('- 



008 



97» 

47r — 2a? 
m 



) 



v> /^i (971 — 2)7r + 2a?\A (97» — 2)7j — 2aj N 

X (1—008-^^ = Hl— 008-^ h 



91» 



dans le cas de 97» pair. 
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Mais comme 1— cos2j; = 2sina;^ (231. et 243.) et de la 1+cos2j; 
= 2cosj;^^ on voit que les expressions ci-dessas, en extrayant la racine 
quarree, se reduisent ä 

329. sina: = 2"* ^sm — sin sm sin sin 



m m fn m tn 

. \{m-'\)7l'\-X . 1(1» — 1)71 — iC 

sin-^-^^ sm 



m m 

pour le cas d'un m impair, et ä 

Qon • om-i X . X . n+x . 71—0? 2n'\'X . 27i — o: 

330. sinj: = 2 ^cos — sin — sin sm sin sin 

m m m m m m 

sin-^^^^ sm* 



m m 

dans le cas de m pair. 

Ce sont, comme on voit, les expressions du sinus d'un arc multiple 
par le sinus de Tarc simple qu'Euler a trouvees par une autre voie dans 
fintrod. in anal, inf, tom. I. cap. 14. §. 240. On voit qu'elles se lirent 
iromediatement du theoreme de Moivre. 

III. Si Ton veut appliquer les expressions (329. 330.) au cas x = Oy 
il faut recourir ä la formule (214.). Cette formule donne 

x' . x' 



1-ÖÖ+ 



Bmx 2.3 2.3.4.5 
= tn « 4 

®^V 2.3.m' "^2.3.4.5.m* 



donc pour x = 0^ 



ool. = tn. 

. X 

sin- 
nt 

Si donc on divise les expressions (329. 330.) par sin — et qa ensnite 



on fasse x = 0, on trouve 



^V • 2«\V . 3«V / . m-2 V 



<im iC ■ "\V • 2«\V . 3«V / . m-2 V 



et en extrayant la racine quarree, 
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ooo . ^ . 271 . 371 . m — 1 m* 

öö4. sin — sm sm sin -7^ — n = — — -r pour m impair. 

2 ^ 

000 . 71 . 271 . 371 . m — 2 m* 

ööo. sm — sin sin sin-r — n = ^ , pour m pair. 

m tn m im ü^ '^ '^ 

2 ' 

Nous passoDs maintenant au developpement de cosa; et sino; an 
factorielles. 

VI. C'est comme on sait le theoreme de Cotes d'oü Ton tire 
ordinairement les expressions de cosa; et sino; en forme de factorielles. 
Euler par ex. {Introd. in. anal. inf. tom. L cap. IX. §. 156.) les trouve 
a Taide de ce theoreme. Mais, comme nous verrons, on peut aussi avoir 
ces expressions ä faide d'un autre lemme et sans le secours du theoreme 
de Cotes. 

Soit fx une fonction quelcooque rationnelle de x, par ex. 

334. fx = a?"~aia:'*-"^ + a2x"-'-a3a?*~^ ±a^. 

Supposons qu'on sache d^ailleurs que la valeur de fx se reduit a zero 
en donnant a a; les i» valeurs differentes x^^ X2^ x^^ .... x^^ on aura, 
en faisant par ex. x = Xi , 

335. xi — • aiXi~^ + €hxi~^ — a^xl' + a« = 

Deduisant (335.) de (334.) on aura 

336. fx = a?" — rri — ai(j;"~^ — icl~^)-f 02(0?"^^ — ^i~) +a»«i(a; — a?i). 

Mais de cette equation tous les termes de la partie a droite sont divisi- 
bles par x—Xi et, la division faite, le quotient sera une fonction ration- 
nelle de X. Donc aussi fx sera necessairement divisible par x--Xi^ et le 
quotient sera egalement une fonction rationnelle. Mais fx sera egalemeut 
divisible par x — X2y x — x^^ . . . . ic — a?„. Donc toutes les n quantites 
x — Xi^ x — X2^ x—x^^f . . . . x—Xn seront facteurs de fx, et puisque cette 
quantite ne peut avoir plus de n facteurs, on aura 

337. fx = (a? — a:,)(a?— a?,)(a: — JJj). . . .(« — a:„) 

pour une valeur quelconque de x. 

Supposons executee la multiplication des facteurs (337.) il est aise 
de voir, que le dernier terme du produit qui ne contient pas x, sera 
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±a;ij:2a:3 .... x^; donc en vertu de (334.) on a 

338. a?j a?j a?3 . . . . a?„ = a«. 
Supposons a^ = 1 , on aura en divisant (337.) par XiX2X^ . . . . x^^ i 

Voila le lemme qu'il nous faut. 

V. En vertu des expressions (313. 214.) cosx et sino; sont des 
fonctions rationnelles de x, desquelles on sait d'ailleurs que la premiere est 
zero pour 

X = 4-^71, —in, +|7r, —in, +in, —in, 

et la seconde pour 

a; = 0, +n, —TT, +2n, —2n, etc.; 

donc on a en vertu du lemme (IV.) 



ou bien 



840. eos.= (l-:^')(l-*i')(,-|^)....e. 



n^J 


V 9n^J 


^' 


25 71* 


x'N 


0-Ä 





x' 


n^ ) 


9 71^ 



2 I • • • • 



Ce sont comme on voit les expressions connues de cosa; et sino; en forme 
des factorielles. 

Nous passons maintenant a Tapplication des formules generales de 
developpement des fonctions aux facultes analytiques. 
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VI. Application des formules g^n^rales de d^veloppement des 

fonctions aux facultas analytiques. 

38. 
Les formules generales de developpement des fonctions en series 
seront surtout necessaires au calcul des facultes analytiques dans les cas 
oü les valeurs n'en peuvent dtre trouvees par la multiplication et Taddition 
seules. II en est ici comme il en etoit des puissances et dans les autres 
cas semblables. 

Ce seront toujours les proprietes fondamentales des facultes, expri- 
mees par les equations fondamentales (38. 39. 40.) d'oü les developpements 
doivent partir. 

Supposons la faculte 

342. {u, + xy = a, 

il y aura quatre quantites dont cbaque fois une dependra de trois autres 
ou pourra en ötre regardee comme fonction. 

Donc on pourra demander de calculer 

2 par u, X et y, 

y par w, x et a, 

X par u, y et %, 

u par X, y et %, 

et puisque ces calculs pourront dtre faits en variant un des trois elemens, 
les deux autres etant regardes comme invariables, il y aura douze pro- 
blemes, savoir: 

1, 2, 3 : calculer z par u, x ti y tu variant u ou re ou y, 

. 4, 5, 6 : calculer y par u, x ei z en variant u ou a; ou a, 

I 7, 8, 9 : calculer x par u, y et js en variant u ou y ou 2, 

10, 11, 12 : calculer u par x, y et js en variant a; ou y ou 2. 

Tous ces calculs doivent dtre praticables par les equations fondamentales. 
Nous en entreprendrons les plus faciles et les plus utiles. 
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Developpement des facultes analytiques par la Variation 

de la base. 

39. 
On a ici pour Fapplication de la serie generale de Taylor (78.) 

345. (fi,+a:f = » = Ffi 
et la Serie donne 

346. {u+k,+xy = (u,+xy + -A{u,+xy+ *^*";''^ A'iu,+xy*-' 

, ^(*-«)....(^-(ii-1)c) ^,,^ 

••••+ 2.3. ...!.«• ^ ^"^ +''^ 

+ 2.3....»«- ^ (, * ^j^'*-^ 

ou par ex. A{u,+xy signifie (ti+a, +a:y— (i»,+a:f. 

Si Texposant n^est pas un nombre entier, la s^rie (346.) ne donne 
pas {u+ky+xf Sans le secours de facultes dans tous les termes. Mais si 
y est entier, il n^entre dans la serie que des factorielles, calcalables par la 
multiplication seule. 

La quantite a etant arbitraire, on peut la supposer un multiple 
quelconque de x. Cela donnera les series les plus simples. Nous suppo- 
serons a = — a: et a = +x. 

40. 
Premier cas a=— x. 
I. Dans ce cas on a 

347. A(ii, +rc> = (w — a?, + «>—(«, +a?>'. 

En mettant dans la premiere equation fondamentale (38.) u—x, 1 et y— 1 
au lieu de u^ y et Ar, eile donne (ti— x, +a?7 = (« — ^^ +a:)^(w~a? + a:,+a?)''"* 
ou bien, {u—Xy+xf etant u — x en vertu de la troisieme equation fon- 
damentale (40.), 

348. (ti — oj, + a?)y = (ii — a?)(tt, + xy-K 

Mais en faisant y— l=y et k=^\ dans la premiere equation fondamen- 
tale, on a (fi, + a:)*' = (fi, + a:f"'^(fi+a:(y — 1), +ip)^ ou bien 

349. (ii, + a?> = (m, + xy-^u - a: + xy). 
Grelle's Joarnai d. M. VII. Bd. 4. Hft. 46 



858 §. ^0. form. 350. — 356. 31. Crelle^ mimoire sur la thiorie des puistances, 
Substituant (348. et 349.) dans (847.) on trouve 

350. A(u, + xy = --xy^u.+xy-K 

IL Si dans (350.) on ecrit y — 1 au lieu de y on a A{u^ + xy~'^ 
= "xiy — i) {Uy + ^y~^y el X ei y elant invariables , A (— a:y (ti, + xY"^) 
= +a?^y(y — l)(ii, + a;)^"% donc en vertu de (350.) 

351. A\u,+xy = +x'y(iy-l)(u, + xy-\ 
On aura par* la repetition du procede : 

A\u, + xy = -a?•y(y-l)(y-2Xtl,+a?>-^ 

et generalement: 

352. A'(u, + xy> = ±ary(y-l)(y-2')....(y-(n-l)){u, + xy'^. 

Cela etant substitue dans (346.) et faisant attention que a a ete suppose 
= —x, on aura 

363. («+*,+*>' = («, + xy + ky(u, + xy-' + -*ÖL+^y(y _ i)(„, ^ ^y-2 , ^ , _ 

.-••+ ^ ^ 2.3.. ..n ^-^Ky-l)(y-2)....(y-(«-l))(M, +a!>— +Ä». 

III. De (349.) on tire 

354. (u,+xy-^ = ^'^'^f, . 
donc, en mettant y—i au lieu de y, 

et en substituant (354.) dans cette expression: 

dö5. c«. + ^>' - («+(y-l»(«+(y-2» • 
En repetant ce procede, on trouve 

Ofifi fu 4-xV-J = («, + xy 

^«,-t-*/ (u+(y-l)xXu + (s-2)xXu+(if-S)x) 

etc. 

Si I'on substitue ces expressions dans (353.) on aura 



des foneiions angulaires et des facultas analytiques, §. 40. form. 357. — 359. 359 

357. xu+k,+.y=.iu,+.y\i+ Jy .^ U, J,^'\fl^'rP 0. ^ 

L u-\r{y-\)x i{u-}r{y-\)x){u + {y-2)x) 



+ 



2.'i{u->r[y-\)x){u+{y~2)x){u+{y-Z]x) 

k{k+x){k-\-2x)....{k-\-{n-\)x)y{y-\){y-2)....{y-{n-\)) '\ 
■•" 2.3....«(«+(y-lH(«+(y-2)a;)....(«+(y-«)x) J+^- 

Voila le premier developpement d^une faculte, la base etant variee. La 
Serie (357.) est connae sous le nom de serie du binöme des facultes. 

IV. La generalite des expressions des facultes ne diminue pas en 
mettant = 1 la base ou la difference. Car en vertu de ia seconde equa« 

tion fondamentale on a par ex. («,+ x)'' = (— ,+l) x? et (« + *, + «)' = 

(mm Im V ff f • IL 

— 1 — 9+lj ^f de Sorte qu'il n'y a qu^a ecrire ti et Ar au Heu de — et — 

pour transformer les facultes («!, + &/ et (ti + ft^ + x)^ en d^aatres, dont 
les differences sont 1. Si Ton veut restituer la difference x, il n'y a qu^ä 
multiplier par a:^ et qu^a ecrire ti et ft au Heu de ux et kx. Donc on 
peut supposer x=^ i dans (357.). Cela donne 

358. (.+t,+ir=(..,+i)»ri+-^+ , *|*+''f»-" , 



+ 



2) 
k{k+i)ik-{2)yiy-i)iy-2} 



k(k+i){k+2)....{k -{-n-i )y(y-iKy-2) .... (y-(i»-l ))■ 



2.3{u+y-l)[u+y-2){u+y-3) 

2.'3....n(u+y-l){u+y-2)....{tt+y-n) J 

Cette expressioo est aussi generale que celle (357.). 
V. Si dans (357.) on fait x = on a 



. • . • • 



| y(y- 



1). ,-(»-i) m-r„_ 

4,6 — n \ '^ y J 



C^est comme on voit le theoreme du binöme des puissances, comroe il 
doit ötre. En effet la faculte {u + k, + xy se reduit ä la puissance ti^ 
dans le cas x = 0, 

VI. Si dans (357.) on fail u = x, on a 

46» 



360 §. 40. form. 360. — 366. 31. Crelle, memoire sur la thiorie des puiuaneeM, 

o^^ ,....„...-. k{k+x) , k{k+x)ik+2x) 

OOU. 



(x+*,+x)» = ^i^^+n[^+-^ + -^^^ + 



• • • » 



2.3«» 

k(k+x)ik+2x)....{k+{n-i)x) 



2.3....nx" 



]+«., 



• • • 



et en supposaot o; = — 1 , 

361. (*-!,-!)' = (-i)v(i,4.i)Ji-A+i(^- *(*-^lX*-g) 

^ Ar(A-l)(Ar-2)....Ar-(«-l) 1 ^ 

2.3....II J 

ou bien 

362. {k-i.-iy = (-l7(l,+l)^[l-&i+&2-*3-...±*J+Ä«. 

VII. Dans le cas oü I'exposant y est un nombre entier, on au- 
roit pu tirer immediatement Texpressioo (362.) des proprietes des coef- 
ficiens binomiaux. 

En effet, m ^tant nn nombre entier qnelconqne, on a 

2.3... .(«1—1)111 

fk-\\. - (*-lX*-2)....(*-(m-l)) 
^ i>-i — 2.3.. ..(m-1) ' 

donc 

363. (*-l)-i + (*-l)-- 2.3....(m-l) ^^+"Sr>' = 2X~5; -*- 

donc 

1 = 1 

-* = -1 -(*-!), 
+ A, = (*-l).+(*-l). 
364. (^_k, = _(*_1),_(*_1), 

HF*.-! = +(*-l)._,q:(A-2V-5 
±*. = ±(*-l)-i±(*-l)- 
La somme de ces eqaations est 

365. l-*i+*,-*j +&, = ±(*-l), 

et (*-l). etant =^^^k^, on a 

366. (t-l,-!)" = ±(1,+1>'[1-Ä, +*,-*,.... ±*.]- 



des fanctiont angulaires et des facuU6s analytiques. §. 41. form, 367.-369. 361 

C^ela s^accorde comine on voit avec (362.), si dans cette derniere formale 
on suppose i} = nn nombre entier. 

VIII. La Serie (358.) etant generalemeot pea convergente et pea 
utile dans le calcnl en nombresi, si non dans le cas oü Texposant est nn 
nombre entier, nous remettrons la recherche de sa convjergence a la con- 
tinnation prochaine de ce memoire. Si Texposant est un nombre entier, 
la s^rie n^est pas infinie. Le nombre fini des termes, qu'elle a dans ce 
cas, donne exactement la valeur de la factorielle, et il ne s'agit pas de 
la convergence. 

IX. Mais il se presente encore ici an cas remarquable. C^est ce- 
lui oa tf=:a; et qui donne les series (360. 361. 362.). Dans ce cas on a, 
comme le fönt voir les expressions (347. et 348.), (ti — a:,+aj)*' = et 
A {u, + xy = - (fi, + xy , donc A» {u, + xY = + {u, + x)\ A^ {u, +xy 
= — (fi, +a?)^ etc. c'est-a-dire que les differences de (ii, + a?)^ de di- 
vers ordres ont ici la möme valenr absolue que la qnantite primitive et les 
signes alternativement positifs et negatifs. C'est donc ici an exemple des 
cas donc nous avons parle (§. 22.) et il suit de ce qui y a ete dit, que 
les formales (360. 361. 362.) n'ont pas lieu dans le cas actuel, toutes les 
fois que Texposant y n'est pas un nombre entier. EUes n'ont lieu que si y 
est un nombre entier n. En effet on voit par ex. dans (362.) que cette 
formule , le facteur 1 — Äi + Är^ — As . . . . etant = (1 — 1)* = , donne 
(Ar— 1,— l)y = pour une valeur quelconque positive de k^ resultat 
evidemment faux. La serie (362.) n^existe pas, si y n^est pas entier et 
au lieu d'une serie developpee on n'a dans ce cas que Texpression identique 
{x+k.+xy^^x+k. + xf. 

41. 

Second cas « = +3?- 

L Si dans la premiere equation fondamentale des facultes (38.) 
on ecrit 1 et y au lieu de j^ et ft eile donne en vertu de (40.) 

367. (u. + xy-^y = ii(ti + j?,+rr> 

et si dans la möme equation on fait ft = 1, on a 

368. (u, + xy-^y = (uy + xy(u + yx). 
Des equations (367. et 368.) on tire 

369. (u + x,+xy = (u,^xy^^±^ 



362 §• 41. form, 310. — 375. 31. Crelle, mimoire sur la ihiorie de» puitsanee», 

donc A{u,-\-x) etant dans le cas actuel —(u+x,+xy—(u,+xy,, on a en 
verta de (369.) 



. A(H.+xy = (u,+xy(J^±^-i) = (u,+xy^-^. 



370 

II. En mettant dans cette eqaation u-\-x au lieu de u, on a, 

A{u+x,+xY == (u+Xy+x/-^,, et en sobslitoant (369.), A{u+x,+xy 

ff "y* «17 

= (»,+a;)''^^^^^i^; donc en deduisant (370.) A (« + ar, -|- a;) - A (», + ar) 
= („,+a,).»£(if±J^_l), c'est-ä-dire 

371. A>, + a:) = (u, + a:)y ^^f""^^f . 

En continuaot on trouve 

etc. 

III. En substitnaut les expressions trouvees des differences de 
(ti^ +xy de differents ordres dans (346.) , et en meme tems la valeur sup- 
posee -]- X Ae a, on aura 

k{k-x){k-2x) y(y-i)(y-2) 



373. («+*, + x)' = («, + .){l+*l^+*i^.i^ 



+ 



2.3 u{u+x){u+2x) 

kik-x){k-2 



+ 2 



ia;)...(Ar-(«-l)a;) y(y-l)(y-2)....(y-(i»-lj) 1 ^ 
.3....« *«(tt4-a;)(»+2j;)... («+(«— l)ar)J "' 

Si Texposant 9 est nn nombre entier, la serie finil par le dernier terme 
ecrit ci-dessus. 

IV. Elle donne ponr u = x= i: 

374. (ft+1,+1)»' = {i,+iy[i+k,y, + k,y,+k,y, . . . . +k,y.]+R,. 

V. Elle peut aussi ölre presentee sous la forme 

kik-x) yiy-l) 



375 



. iu+k, + x7 = '"'^ ' \u-\-ky + 



+ 



2 u+x 

kik-x)ik-2x) y,y-i){y-2) 



2.3 (ttH-aj)(a + 2a;) 



• * . • I 



+ 



des fonctiotu angulaires et des facuhis analytiques. §. 41. form. 376. — 380. 363 

En ecrivant y au lieu de 1+y dans (367.) od a ^"'"^^^ = {tt+x,+ xy-\ 
donc 

376. iu + k,+xy = («+a;,+a;7-T« + Ay-H ^^^""^^ • ^fc^^ 

k{k-x){k -2x)....{k-{n-i)x) y(y-1)....(y-(«-l)) 1 „ 

2.3....« (M+x)(a+2x)....(»+(«-l)a;) J"^ "' 

Si dans cette expression on fait u = et x = 1, on a 

(k,+iy = (l,+l>'-'y[*, + A.(y-l),4-*.(y-l),....+A»(y-l).-i]+Ä., 
OD bien, (1,+lfy etant (Ij+l)" (38.), 

377. (Ä^+l)" = {i,+iy[k,+k,{y-i\+k,{y-i), . . .-. +Ä.(y-1)._0 + Ä.. 

VI. Si dans (373.) on fait » = x = — 1, on a 

378. („-i,-iy = (-ik:,+i),[i_»,.+-MH:1)-,.- Ä+i|l±a,. .... 

. ....± *(*+')-c*+"-') ,.]+ii.. 

ou bien, en mettant Ar au lieu de Ar— 1 et divisant par (l,+l)^ 

q7q i*L=lZ-f 1>.ri rft 1W4-i*zlli« (ft-l)^(fe+l) 

^ (fr-1)A(&+l)(A+2)....(ft+«-2) ^.-| . p 

■■- 2.3....« y«j+«.- 

Puisque ^ ' ^^ est Texpression du cogfficient binomial Ay, la serie ä droite 

dans (379.) donne le developpement de ce coefficient, möme pour le cas 
oü Texposant y n'est pas un nombre entier. 

L'expression (377.) donne une antre expression de ce coefficient en 
y mettant —Ar au lieu de +Ar^ savoir 

380. ^j^:^ = (-I)^[Ä 2— (j^-l). + 2-3 {y^i) 

^ Ar(Ar+l)(A + 2)....(Ar+n-l) 1 

VII; Quant a la convergence des series trouvees dans ce paragraphe, 
nous en remettrons la recherche a une autre occasion de möme que celld 



2 • • • 



• • » • 



364 §-42. form. 381. — 386. 31. Crelle, memoire sur la ihiorie des puuMonctt, 

des series du paragraphe precedent et nous passeroos au developpement 
des facultes par le moyen de la Variation de i'exposant. 

Developpement des facultes analytiques par la Variation 

de Texposant. 

42. 
I. En variant Texposant y dans [u, +x)y la Serie generale de 
Taylor (78.) donne 

^381. (ii,+a:r* = (ti, + ar)''+ — ((fi,+a:r--(fi, + a:7) 

+ *^2~,"^ ((«, + xr^" - 2 («,+xr« +(«, + «;)'') .... + /?.. 
Mais en verta de la premiere equation fondamentale (38.) on a 

((«, + «>'+« = («,+ ir>C« + yx, + aT)", 
382. (m, + »>+»« = (u, + xy(u + y or, + xj', 

donc ici 

I A (u,+xy = (u,-i-xy[(u+yx, + xy -1], 
383. \A\u, + xy = (u, + xy[(u+yx, + x)'"-2(u+yx,-\.x)'+l], 

et en snbslituant dans (381.) 



384 



+ *^g~,"\ («-l-yx,+gr-2(«+ya;,+gr+l) J + Ä.- 

Si dans cette ^qaation on fait y = et la quantite arbitraire a = 1 , eile 
donne 

365. («,+«)*= l + *i((B,+x/-l)+*,((«,+ar)'-2(B,4-a;)Hl) 

+k,({u,-\-x)'-nAu, + xr-'+th{«,+xr-\...±i)+R,. 

II. Si dans Fexpression (384.) on fait x — et a =: 1 eile donne 
386. ö'^-* = a''(l+Ari(«-l)-fife,(«-l)'....+Ar.(ii-l)")+Ä,. 
C'est comme on voit la serie dn binöme des puissances (144.). 



des foncHons angulaires et des faculUs analyiiques. §. 43. form, 387. 390. 365 
Si daos (384.) on fait x = 0^ a = 0, on a 

C'est comme on voit ia serie des quantites exponentielles (180.). 

III. Si dans (385.) on faitti^O, toutes les factorielles qui en- 
trent dans la serie a droite, disparoissent et les coefficiens de Ati, AT}^ Atj, . . . . 
sere duisent alternativenient a +1 et — 1; donc la serie (385.) donne dans 
ce cas 

388. {0, + xf = l-Ari + *2~*3 ±ä,. 

La valeur de la serie a droite est (1 — 1)* et cette quantite est tou- 
joiirs zero, si k est positif. On voit de la, que la valeur d'une faculte 
analytique, dont la base est zero, est toujours toutes les fois que Tex- 
posant est positif, möme sMl n'est pas un nombre entier. Cela complete 
le theoreme (§. 13. VII.). 

IV. Quant ä la convergence de la serie (385.) nous en differerons 
la recherche. La serie est ordinairement peu convergente. Mais on trouve 
a sa place, en variant Texposant, une autre serie toujours convergente, 
en preuaut les logarithmes des facultes. Nous donnerons Tanalyse complete 
de cette serie dans le paragraphe suivant. 

43. 

I. En prenant les logarithmes naturels ou hyperboliques 
($.29. III.) de la faculte {Uy+xf et en variant Texposant y, la serie 
generale de Taylor donne 

389. log(ii, + x)y+* = log(w, + a?)^+— (log(ti,+a:)^^"-Iog(fi, + j:)'') 

+ ^^^g"''\ log(fi, +xr''^--2logiu,+xy^^+\og{u,-{'xy) .... + «,. 

Si dans cette expression on fait j^ = et la quantite arbitraire a = 1 , on 
a, (ti,+a;)« etant 1 (46.) et de lä log {u, + x)^ = 0^ 

390. \og(u,+xf = ftilog(ti, + a?)i+*,(log(ti, + a?)2-21og(«i,+j:)i) 

+ k,{]og{u,+xy - 3 log {u, + a:)2+ 31og(w, +xy) .... 
....+ Af.(log(ll,+a?)*-nllog(tl, + a:)"-'+ll2log(w,+a:)•"^...±««_llog(ll,+ 

II. Dans cette expression le premier terme du reste /2„ qui, comme 
terme göneral, exprime tous les autres, est 

Crelle'8 Jonnial d. M. VII. Bd. 4. Hft. 47 



366 §• 43. form. 391.— 396. 31. Grelle, nUmoire sur la ihiorie des puissances, 

391. T.+1 = K^,[log{u,+xY-^'--{n+i),\og{u, + xr 

+ {n+i)2logiu, + xy'\...±{n+i)M{u, + xy]. 
Suivant (44), n etant un nombre entier, on a 

(u,+xy = u 

(ii, + ^)' = u(u + x) 
392. {(u, + xy = i*(u+a?Xu + 2a?) 

(M, + a?)"+i = u(u + xXu + 2x)...,(u + nx) 

donc 

\og(u,+xy = logti, 

log(M, + a:)' = logu4-log(u+a:), 
393. {log(ii, + aj)' = logi*+log(tt+ir) + log(tt-t-2a?), 

log(ii, + xy+^ = logtt-j-log(ti4-a?)+log(ti+2a;).... + log(ii + nrt). 

Cela etant sobstitue dans (391.) donne 

394. -p^ = logu + log(ii + a;)+log(ti + 2a?) +log(ti + iia?) 

— (« + Ol (logti+log(M + ic) +log(tt + 2ir) +log(ti+ («— 1)0?)^ 

+ (n + l\(logu + log(u + x) + \og(u+2x) .... +log(u+(n-2)ar)) 

+(n+l%_i^logti + log(tt + x)^ 
±(n+l)n \ogu 

ou bien 

395. ^ = logi*(l-(n + l), + (fi+lX-(n + l). ±(n+l)n) 

+ log(ii+^)(l-(n + l),+(n + l),-(n + l). ±(«+l)-i) 

+ log(fi+2a.)(l-(n + l). + (n + l),-(n+l)3 .... ±(n + l)^,) 

+ log(ti + (n~l>)(l-(fi + l),) 
+ log(u + nxy 

Mais en vertu de (365. §. 40. VIL) on a 

l-(n+l), = -n„ 

l-C'^ + Oi + C^+l), = +n,, 
396. (l_(n+l), + («+l),-(n+l)3 = -»»,. 

l-(» + l)i + (»+l),-(«+l), ±(w+l). = ±«n = ±1. 



des fonctions angukures et des faeultis analytiqite*. §. 43. form. 397. — 400. 367 

dODC 

T 

397. -jP^ = log (u+nx)- nilog{u+{n-i) x) + n2log{u + {n- 2) x).. ..±logu 
'»11+ 1 

on bien 

qq« T -k Ina r "-t-"^ (w + («-2)a;)-' («+(«- 4) a;)'- "1 
• "+' ~ •^' ^ L(«+ («-1 )«?)"■ *(« + («- 3) a;)"' *(«+(«- 5) x)" ■" J ' 

En substituant cela dans (390.) on troave 

399. log(«,4-a^)* = ''M«+f'2log(^^^ + hlog(^ ^"+^^^" \ 

C'est Texpressioo generale d'une faculte aoalytiqoe trouvee par la Variation 
de Texposant. 

ni. II s'agit maintenant de savoir si la serie (399.) est conver- 
gente ou non. 

Suivant le theoreme general de la convergence de la serie generale 
de Taylor (§. 21.j la serie (399.) sera convergente, si aucun de ses ter- 
mes n^est ni imaginaire ni infini, et si les valeurs que prend le premier 
terme T^^^ du reste R^ pour la plus grande et la plus petile valeur de 

— ;r?r^ depuis y jusqu'a y + k^ sont zero toutes les deux ponr if = cx). 

Si Ton suppose reelles toutes les quantites qui entrent dans (399.), 
aucun terme de la serie ne sera infini. Donc les conditions de la conver- 
gence de la serie se reduisent a celle, que les valeurs que prend T^^^ pour 

la plus grande et la plus petile valeur de — ^ ^ depuis y jusqu'ä y + k 



0-+1 



doivent dtre zero pour i» = oc. 

Ici la quantite tti ®s* ^^^^^ 9^* ^^^^ ^® premier terme du reste 

Ä. dans (389.) multiplie Kk-aXk^2<p .(k^na) ^^^^.^ 



400. ^^P- = log(«, +»>'+(-+«)- - (n+ lXlog(«,+x>'+-«+(n+ 1\ logCM.+x^+C-D 

oa bien, la quantite arbitraire o ayant ete snpposee = 1, 

47* 



a 



368 §. "^3. form. 401. — 404. 31. Cr eile, nUmoire sur la ihiorie des puissancet, 

401. A»+^fy = log(ii, +a:)y+''+i -(n + l),log(ti, +a;>+- + (n + lXlog(ii, +a?>+— ^... 
....+log(u,+a;)y. 

Mais en vertu de la premiere eqaation fondamentale des facultes (38.) on a 

donc, en prenant ies logaritbmes, 

A'^^'Fy = (l-(n + lX + (n + l).....±l)log(ti, + a?> 

+ log(i< + xy, + xy-^^ - (n + l)j log(u + xy, + xy + (n + 1), log(u + a:y, + a?)— ^ 

±(n+l)Jog(u + a:y, + a:)« 

ou bien l-(«+l)i + («+l)2....±1 elant =(l-l)-+^ = 0, 

403. A--^'Fy = log(u+xy,+xy^'--(n+l\\og(u+xy,+xy+(n+l^^^^ 

±(n + l)n\og(u + xy, + xy 

et il s'agit de la plas grande et de la plus petite vaieur que cette quantite 
prend pour Ies differentes vaieurs de y depuis y jusqu'a y + k, ou ce qui est la 
inöme cbose pour Ies differentes vaieurs de u depuis u+xy jusqu'a u+x(y+k). 

Mais nous avons fait plus haut y =-0. Donc 11 sagit de la plus 
grande et de la plus petite vaieur que prend la quantite A"+^Fy (403.) 
pour Ies differentes vaieurs de u depuis u jusqu'a u+kx. 

La vaieur de A*+^Fy (403.) pour u = u est celle qui dans (391.) 

multiplie Ar,+i et qui se reduit a celle (397.). Donc enfin il s'agit de con- 

noltre la vaieur de T.^i (398.) pour Ies vaieurs differentes de u depuis u 

jusqu'a u+kx et pour n = oo. Si cette vaieur est zero, ta serie (399.) 

sera convergente, et eile ne le sera pas si T^^i n'est pas zero. 

T 
IV. L'expression de -r^^ representee sous la forme (398.) a evi- 

'»11+ 1 

demment un nombre egal de facteurs dans le numerateur et dans le deno 

minateur du logaritbmande ; car le nombre des facteurs dout se compof 

le numerateur est i+Ui+n^. . . .^ et celui des facteurs du denominate 
est iii + «3 + 115 . . . . et on a 

l+n,+n, = «i + «s + «5 

puisque 

404. 1— n, + n,— «,....±11 = (1-1)" = 0. 



des fonciions angulaires ei des facuU^ analytiques. §. 43. form. 405. — 408. 369 



Donc on peut diviser tons les logarithmandes des termes de 



»+i 



(397.) par ane quantite quelconque, sans diminuer ni augmenter la valenr 
de x^, el au lieu de (397.) on peut ecrire 

ou bien, si pour abreger on fait — h« + l =>t. 

406. ^ = log(;i-l)-»i,log(X-2) + n,log(A-3)....+log(A-(ii + l)). 

Mais par ia mdme raison on peut diviser tous les logarithmandes 
de cette expression par X. Donc on peut aussi ecrire 

407. ^ = log(l-l)-«.log(l— |-)+«,log(l-y)....±log(l-^). 

Tous les logarithmandes de cette expression seront >> et •<] 1 si il >> n + 1, 

c'esl-a-dire si — est positif, ou bien si ti et ar ont le mdme signe. 

Donc, sous cette condition, on pourra developper tous ies logarithmes de 
la Serie (407.) suivant la formule (210. §. 29. VII.) qui, comme il y a ete 
demontre, est convergente dans les cas actuels. On trouve 

log(l-l) = -(| + i4 + i.^ + i.^.... + |.^l + ;^-j^-.-), 
, /, 2\ /2 , , 2' , , 2« , , 2* ,12", 1 2"+« \ 

, /, 3\ /'S , . 3' , , 3' , 3* ,13" 1 3"+« \ 

408. ( 

logi —_ _;^__ + ^.__j_ + i.___ + ,.__ 

1 (n+l)' . 1 (n + l)-^' > 
^ n l^ n + 1 A»+i y' 

En substituant ces series dans (407.) on a 



870 §. 43. form. 409.— 411. 31. Crelle, mimaire sur la Marie des pmieeaneee, 
409. -^ = J(l-ii,2+n,3 -»34 +fin-i.n ±n+l) 

+ ^{^-^i^'+nty-n.A' +«-i.n'±(ii+l)') 

+ ^(l-n,2»+ii,3»-n3 4> .+«»-i.n«±(ii+l)») 



Ici les series a droite, comme il est aise de voir, expriment les 
n""^ diff§rences des nombres natureis 1, 2, 3, .... 11+ 1 et de lear diffe- 
rentes puissances a Tinfini. Les valeurs de ces differences jnsqii'a le (n— 1) 
sont, comme on sait, zero, c'est-a-dire on a 



me 



410. l-n,2f+n^3f'—n,4^ . . . .±(n + iy == 

pour totttes les valeurs de fi depuis 1 jusqo'a it— 1. Donc Texpreasioa 
(409.) se redttit a 

411. -^ = J-(^i^n,2- +ii,3» -«,4- +f»-fin«±(ii+l)-) 



II est vrai qu^ici les series ä droite ne sont pas lero: mais leors 
valeurs seront necessairement plas petites qae celles de leors demiers ter- 
WIM5 ^n-fr** ^Ä-^r***, ,»+1'"^*, .... car toates les differeDces de «■"• 
,» • r"^% ,»+2 •*• etc. poissances des nombres natorels !• 2, 3* .... » — 1 
$oiil evidemment plas petites que la poissance do plus baot nombre eile 
aif^iiie« pttisqu'on les troove tontes en soastrayant des nonbres plus pelits 
d^ lOMbres plus grands« et qo Vlies soDt dVilleors tontes positives. Donc 



U ^^lenr absolne de .*-' ne ponrra etre plns grande qne celle de la 
qnantite 
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c'est-a-dire de la qnantit^ 

Mais cette quantite, de son cöte, n'est pas plus grande qae 

«3. i(ii+i)-[.+^+(4i)'+(4i)-....] = i(^7-iji 

et cetle derniere quantite est evidemment zero pour « = oc, 7" etant < t 
suivant i'bypotbese. Donc on a 

414. -~=^ = pour n = oc. 

Mais on sait que k^^i est zero pour i»= oc si Ar est>> — 1 (§. 26.); donc on a 

415. r»+i = pour n = oc 

sous condition que tf et a; ont des signes egaux et que k soit plus 
grand que —1. Enfin, puisqu'on a egalement T«^i = pour une valeur 
quelconque de u^ les deux valeurs de T^^i (III.) qui determinent la 
convergence de la serie seront zero en möme tems, n etant suppose oo. 
Donc la serie (399.) sera convergente sous les conditions que nous 
venons d'enoncer. 

V. Les logarithmes qui entrent dans la serie (399.) ont ete sup- 
poses de ceux qu'on appelle naturels ou hyperboliques. Mais puis- 
que les termes de la serie sans exception contiennent tous egalement 
des logarithmes, on pourra multiplier toute la serie par le module de tel 
autre systdme de logarithmes qu^on voudra. Mais par la les logarithmes 
naturels se reduisent a d'autres du nouveau systöme. Donc la serie (399.) 
aura egalement Heu quel que soit le systdme d'ou Ton tire les logarithmes 
qu'on veut introduire. 

VI. Le terme a gauche dans (399.) et le premier terme a droite 
peuvent dtre mis sous la forme 

log ^(-^, + 1) ^ j = log(^, + l)+*loga? et *log(-^-a;) = *log-|-+*loga;. 



372 §. 43. form. 416. — 420. 31. Crelle, memoire $ur la thimie des puissances, 

Ces factenrs des iogaritbmandes de tous les autres termes a droite, comme 
noas TavoDS vu plus haut, peuvent dtre divises par x en baut et en bas, 
Sans cbanger par la la valeur des termes. L'effet de cette derniere Ope- 
ration est, que partout — prend la place de ti et 1 la place de x. Donc, 

si au lieu de — on veut ecrire k, Texpression (399.) se reduit a 

..» , .. .4.k I. 0.11 'L+l ,, (1+2)1 ,, (A+3)(A+1)' 
417. log(i,+l)* = Äilogi+Ä2log^ + Ä3logVrT^ + Ä4log^ -r a ^ y 



. • . • 



• • • . 



et cette expression, comme Ton voit par la maniere dont la reduclion de 
(399.) a ete execotee, est aussi generale que celle (399.)- 

Si Ton fall ^ = 1 dans (416.) on trouve 
417. Iog(l,+ l)* = Ä,log2+Ä,logi+Ä«logH+Ä5iog im- ••+«.. 

VII. Les coSfficiens de A. dans (399. et 416.) n^elant autre chose 
que les differences («— Ij"" des logarilhmes de «+(»— l)a?, «+(«— 2)x, . . . . 

« et de i + n-i, X + n — 2, l, les söries (399. 416. et 417.) pour- 

ront aussi ötre presentees sous la forme suivante 

418. log(«,4-a;)* 

= ft,log«+*jAlog(«+x) + Ä3AMog(»+2x)....+Ä.A-Mog(«+(»-l)x)+Ä., 

419. log(i, + l)* 

= *,logA+ÄjAlog(i4-l)+AjAnog(i+2) +Ä,A"-Mog(;i + « - 1) + Ä", 

420. log(l, + l)* 

= Ä^Alog2 +Ä3AMog3 +Ä,A-Mog« + Ä,. 

On pourra tres commodement calculer les logarithmes des facultes 
suivant ces dernieres expressions, car il n'y a qu'a prendre les differences 
successives des logaritbmes des nombres u, w+x, ii+2a;, . . . . ii+(«— Ijx^ 
ou de Celles l^ l+i , il+2, .... i + «—l, ou Wen de 1, 2, 3, ... . n et 
a les multiplier par les coefficiens binomiaux k^^ /r2, ^3, .... Ar». 

VIII. II est vrai qu'en faisant le calcul de (1, + !)* suivant la for- 
mule (420.) on trouvera que la serie n'est que peu convergente, puisque 
les differences des logaritbmes des premiers nombres naturels 1, 2, 3, . . . . 
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ne vont en diminnant que Ires lentement. Mais neanmoins, en partant de 
la Serie (419.)^ on ponrra trouver le logarithme de la faculte (1,+ !)'' par 
une expression aassi convergente qu'on voudra, car celle serie sera tres 
convergente si l est un nombre assez grand. Supposons donc qu'on ail a 
calcaler (A^ + l)'' ponr nne valenr arbitraire assez grande de l, la formale (52.) 
donnera, en y faisant ti=:x=l, 

(jl+k^ + iy __ (l+y,+l)* 

(i,+\y ~ (i,+i)* ' 

et en faisant 1 +y = k^ 
De la on tire 

«1. (i.+i)' = (>,+')' , i'^;t,l'ir- 

Ici l est un nombre entier arbitraire. Donc les quantites (1,+ !^^^ et 
(1 + Ä, + 1)^~^ poarront Ätre calcalees par la seule maltiplication. Donc 
ayant trouve (i, + l)* par la serie (419.) on aura sur le champ (1,+ 1)*. 



Expressions des fonctions angulaires par les facultes. 

44. 
Ces expressions, que nous citerons comme du nombre de ces ap- 

■ 

plications des facultes analytiques qui se presentent les premieres, se tirent 
des equations (340. 341.) comme suit. 
Ces equations dounent 

Aoo oj«^ (7i-ir)(27i — a:)(37i— a?) {7i+x){27i+x){dn + x) 

4ää. sino? = X* — — — ^ — ^ ei 

^gg __ (7i~2a;)(37i~2a?)(57i-2a?),...(7i+2a?)(37i+2a;)(57i+2a?). ,.. 

7l.37l.57I. «..71.371. 571.... 

donc, en faisant usage de la notation des facultes, 

(71 — a?, + 7l)* (71 + X, + 7l)* 



424. sinoj = x* 



(7l, + 7lj-(7l,+7lJ* 

425. cosx = -^"'-^-+^")"("+^"-+^"^' 



pour » = oo, 



Mais en vertu des expressions (57. et 39.) on a 

CreUe*B Joaraal d. M. YII. Bd. 4. Hft. 48 



374 §.44. form. 426. — 433. 31. Cr eile , mimoire sur la ihiorie de$ puiuance», 
426. («—«,+«)» = ^^ — '—i- -^ , (« + «. + «)" = , — » 



X 






427 



. («-2.,+2«)- = (^>+^>'»: "" , (.+2.,+2«)- = (^'+^)'": >^ , 



(1,+1) » * (1,+1)« * 



428. {n,\ny = (l,+l)-»i-, («.+27i)- = ^^2+^^l. 



En substitoanl cela dans (424. 425.), od a 

X 



429. sinx = 



1^ ~r' 



(1,+t) ''(1,+1)'''' 

4ö0. cosa? = 



(l,+i) '^'^{U + if^ * 



Yoiia les expressions connnes de sino; et cosa; par les facaltes analyti- 
ques. On les tire, comme on voil, des equations fondamentales sans la 
moindre dif&culte. 

Pnisqne suivant la premiere eqaaiion fondamentale des facaltes (38.) 

(1+1)"*"» = (l,+l)'*a, + 1)"" et (1,+1)"*^» =, (i,+i)-»(i, +i)+s- 
Texpression de cosx (430.) peut anssi 6tre presentee soas la forme: 

1 



431. cosx = 



+i 



(i. + l) "(*, + !) " 



En vertu de sin 2aj = 2sinajcosa:, cosa: = y-; — Texpression (430.) donne anssi 

432. cosa? = 



2« . ^i« 



(1,+1) " (1,+1) " 
Si Ton fait x = ^n on a siiix=l, donc en vertu de (429.) 

1 = i.^ 

(l,+l)-i(l,+l)+* 

et de lä 

433. n = 2(1,+1)-*(1,+1)+». 
Mais (!, + !)+* = (l, + l)-»(i,+l)> = i(l, + l)-» (38. 40.), donc (1, + 1)-* 
= 2(1, + !)* et suivant (433.) 7i = 4((l, + l)*)* et de la 
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434. 71* = 2(1, + 1)*, 

et egaiement ti = 2(l, + t)-*.i(1,+ tr* = (1,+ 1)"*, donc 

435. 71* = (1, + 1}"*. 



Application des expressions des fonctions angulaires par 
les facaltes a on cas particulier de requation (66.). 

45. 
Nous donnerons cette application qni se presente comme une des 
premieres des expressions (§• 44.). 

I. Dans le cas ou y est un nombre entier, requation (66.), en vertu 
de son developpement (67.), peut dtre ecrite comme suit: 

436. {u, + xy' = {u,+yx)'{u+x,+yx)\u + 2x,+yx)\...{u+(y-i)x,+yx)\ 

Mais toute faculte pouvanl 6tre reduite par Tequation (55.) a d'autres, dont 
la base et la difference sont Tunite, nous nous bornerons au cas oü tf = o? = 1. 
Dans ce cas Tequation (436.) donne 

437. (1, + 1)^* = (l,+y)*(2, + y)*(3,+y)*....(y, + y)*. 

En vertu de Tequation (55.) on a 

(i. + i)- ' 

(1, + 1)* 

438. / 3_,^» 

(3.+y)» = y"^^^^ 



a.+l)' 



1-1 



" — 1+* 






t-i 



donc, en sabstitaant ces expressions dans (437.), le nombre des factenrs a 
droite elant y, on a 

48* 



376 §• ^- form. 439. — 444. 31. Grelle, tiUmoire sur la thiorie de$ puissances. 



— -1+* .. . — -l+i .. .,— -H-* 



439 



K'-^'T*') —y Y~^ i~^ ' T~ ' 



Dans cette expression les exposans des facultes a droite en haut et en 
bas vont eu croissant, et chaque exposant surpasse celui qui le precede 

de la quantite — . Donc en mettant les factenrs dans Tordre inverse, on a 

440. (l,-fir = y^-^^--^^^^(^- + ^)"^^' + ^^^^-----^^-+^)*"^. 

(1,+ 1)"(1, + 1) •'(1, + 1) " (1, + 1) " 

II. Cela pose, mettant dans (429.) nx au lien de.x^ on a 

^^1- ^■°""- (i,+ir'Ii,+ir' - 

Mais en vertu de la premiere equation fondamentale des facultes (38.) on a 

(1,+ ir^ = (i,+iKi+^,+i)-^ = (t +t ^ 1?+ 1)^ ^^^'^ ^ ^H^ ^^'^- 

donc (!,+ !)* = aj(l, + l)*""\ et en substituanl dans (441.) 

n 



442. «»«- = -(i;+r).-(i,+i) 

on bien 

443. (l, + ir»(l, + l)-' = -."^ 



r~X 



Sin TT o; 



12 3 
En faisant dans cette equation successivemenl a: = — . — , —..... eile donne 

^ y y y 

(1,+ 0~^(1,+1)"V =_!L_, 

. n 
sin — 

y 

(l, + ir^(l,+ l)"V = _!L_^ 
444. ( Bin— 

y 

(1,+ 1)^^(1, + 1)~V = _!£_, 

, on 

sm — 

y 

III. Ces expressions pourront dtre appliquees wiX factenrs du de- 
nominateur de la partie a droite de Tequation (440.). 
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Le nombre de ces factears, excepte ie premier qui est runite, est 
y — 1. Donc si y est impair, ce nombre est pair et = ^'^ ; si y est 
pair, il est impair; dans ce cas ceiui au miiieii est (1, + 1)~'* = ^* (435.) 



et le nombre des aatres factenrs est 



y-2 



2 • 

Donc te denominatear de la partie a droite de l'equation (440.) en 
vertu de (444.) peut 6tre exprime comme suit 

445. (l, + l)~(l,+ l)~(l, + l)-7 (1, + 1)"V = 



7t fl 7t 7t 



, 7t , 2rt , 37t . (y—l)7t 
sin — Bin — Bin — sin ^ ^ ^ — 

y y y ^y 

si y est impair, et 

446. (l,+ ir7(i, + i)-7(i,+ i)-7 a+ir"^ = -^ ^--4;; T^^V"^* 

' . 7t . 27t . Ö7t . (y — 2)7t 

Bin — Bin — Bin — Bin ^ ^ ^ - 

y y y 2y 

si y est pair. 

VI. Mais en vertu des equations (332. 333.) on a 

AAn . n . 27t . 37t . (y—l)7t y* . i • • » 

447. Bin — Bin — sin sin ^ ^ ^ — = -^ si y est impair, et 

y y y y g-^- 

..Q , 7t , 27t . 37t . (y— 2)rr y* • * • 

448. Bin — Bin — Bin am ^ ,, ^ — = -^—. si v est pair. 

y y y 2y ^^ ^ ^ 

Donc les expressions (445. 446.), dont les facteurs a droite sont au nom- 
bre ^^^ dans la premiere, et au nombre de ^^^ dans la seconde, donnent 

y-i y-i y-l 

y— 2 y-1 y-1 

(1,4- i)-7(i, + i)-7(i,4. i)-7....(i,+i)-V = " ' "|-^ ' =^-^^ si y est pair; 

d'ou Ton voit, que quelque nombre entier que soit y^ pair ou impair, on a 

— 

449. (i,+ir^(i,+i)"^(i,+i)"^ a+1)"^ = ^^^- 

En substituant cette expression dans (440.) on a 

(2n) ' 
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Voiia TexpressioD d'une faculte (1,+1)^* dont Texposant yk est un 
multiple entier de k, par le produit d'autres facultes dont les exposans 
ne contiennent que k saivi de fractions dependantes de y. 

Cette expression est celle qne Mr. Legendre a trouvee par une 
antre voie dans son traite des fonctions elliptiqoes tom. 2. page 444. oü 
Texpression Fx s'accorde avec nolre (1,H-1)*"\ comme on le voit par la 
formale 2. page 416. du mdme ouvrage. La formale de cet illustre au- 
teur (page 444.}, ecrite avec nos signes, est la suivante 

S\ dans cette expression on met d'abord x-\ — au lieu de x et qu'on 
ecrive les facteurs a gauche dans Tordre inverse, eile se reduit a 

452. (i,+tHi,+if"(i,+ir"....(i,+ir~=(i,+iM27i)^^ 

et cette expression, en y ecrivant Ar et y au lieu de x et n, s^accorde par- 
faitement avec (450.). Cela offre une preuve a posteriori de Texactitude 
de la formule generale (66. ou 67. ou 436.) de laquelle nous sommes partis. 

V. Nous donnerons encore une autre demonstration de la formule (450.) 
Sans le secours de la formule generale (436.). Elle sera la troisieme da 
theoreme, celle de Mr. Legendre etant la premiere. 

Si fx eX ifx designent des fonctions quelconques de x et qu'on ait 
r^quation 

453. A^+<») ^ V{x+a) 
fx (px ' 

ou a est une quantite quelconque, qui peut aussi ötre zero, on peut en 
conclure, comme on sait, que (px ne peut differer de fx que par un fac- 
teur ^ independant de x, de sorte qu'on a 

454. fx = A(px. 

VL Cela pose, nous ferons remarquer qu'en vertu de la premiere 
equation fondamentale des facultes (38.) on a 

(1, + iy-^ = (1, + 1)^(1 4.*, + i)-i, 

donc, (1+Ä, + 1)~^ en vertu de Tequation (47.) etant = . ,_ ^ = -r-: 

455. (1,+1)*-^ = -^^^4^* 
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Cela donne, en ecrivant yür au lieo de ky 

456. a+ir-* = ^^^+/^' ■ 

En divisant (455.) par (456.) on a 
ou bien 

(i.+D* _ (i,+i)^r^ 

*^'- (t, + l)*-^ "" (1,+!)^-^ • 
Si dans cette expression on multiplie ä gauche le numeratenr et le deno- 

minaleur par (1,+ 1) ^(1, + 1) ^...(l, + l)* ^ , on aura 

..o (i.+i)^ (i,+i)*"V,+i)'^'^....(i,+i)*^'^ ^ (i.+i)*^r^ 

(i,+l) >^(l, + i) >^(l,+l) ^...(l,+ lj 

Dans cette eqoation le numerateur a gauche se tire pr^cisement du d^no- 
minatear en mettant dans ce dernier &H — &Q lieu de Ar. A droite le nn- 

y 

merateur seroit egalement prodnit da denominateur par cette möme Sub- 
stitution, si le facteur y^ n'y etoit pas. 

Pour faire sortir exactement le numerateur a droite du denomina- 
teur par la Substitution de k-\ — au lieu de k, il n'y a qu'a multiplier k 
droite, en haut et en bas, par un facteur p = ^k tel, qu'en y mettant 

1 V'(*+v) 

Ä^ — aa lieo de k, on ait -r^ — = y • On voit sans peine qne ce 

facteur sera de la forme 

459. tpk = k-^+^ 

oü ß est une quantite indeterminee , independante de y, car en y mettant 
k-\ — au lieo de Ar, on a 

y 

Donc en ecrivant an lien de Tequation (458.) celle ci: 

460 (^^+^^* (i,+ir»(i,+ir^ (1,+!)*"''^ 



(1, + 1) '(b + l) "(1,4-1) " (1,+1) 

_ (l,4-l)''*.y~"*~'"^^ _ (l,+ l)''*y~''*~' 
"" (l,+ l)''*-Vy-**+'» ~ (1,4-1)**"'^"**' 



380 §.45. form. 461. — 464. 31. Cr eile ^ memoire sur la ih^orie des puissances, 

m 

qui est idenliquemenl la mdme cbose, on a une eqaation oü les numera- 
teurs a gancbe et a droite se tirent precisement des denominateurs en mettant 

dans ces derniers k+ — au lieu de k. 

y 

Donc cette equation sera precisement dans le cas de i'equation (453.) 
et ie lemme (V.) y sera applicable. 

VII. Suivant ce lemme les denominateurs a gaucbe et a droite, 
et par suite aussi les numerateurs, ne differeront Tun de fautre que par 
un facteur A independant de' y; donc on aura 

461. (i, + i)*(i,+i) ^(l, + l) y....(h + l) y = (l, + i>*.y-^*-i.^. 
Faisant dans cette equation /r = 0, eile donne 

462. (i,+ i) y{h + V) y....(i,+ i) y =^y-KA. 
Mais en vertu de Texpression (449.), qu'on tire du theoreme de Moivre 

■ 

combine avec les resultats que donne la tbeorie des facultes appliquee 
aux fonctions angulaires, sans le secours de la formule (436.), on a 

y-l 

(l, + l)~»(l, + l)-7....(i, + i)-T^ = C2^. 
donc la formule (462.) donne 

463. y-^A = (2^1. 

Cela etant substitue dans (461.) donne 

— 
(1,+1)*(1,+ 1)*"^(1, + 1)*"»....(1, + 1)*~^ = (l + l)^V*-^5-^ 

ou bien 

464. (1,+!)»* = JL_j(l,4-l)*(l,+ l) ''(t,+l) »'.... (1, + 1) " . 

(271)' 
C'esI la formule de Mr. Legendre (450.) qu'il s^agissait de demontrer. 

Nous terminerons ici ce memoire, en nous reservant pour la suite 
la continuation des recbercbes sur les facultes analytiques. On sait que 
ces fonctions sont tres utiles dans fanalyse et il est meme probable, que 
de nouvelles applications remarquables et importantes, par ex. a la reso-> 
lution des equations algebriques, en pourront encore 6tre faites. 
Berlin au mois de Juin 1831. 
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32. 

Memoire sur F^quilibre intörieur des corps solides 

homogenes. 

(Par MM. Lami et Clapeyron, GoloDels du G^nie au Service de Russie.) 

(Suite du memoire No. 19. cah. 2. et No. 27. cah. 3. de ce tome.) 



Gas d'un corps solide soumis ä une pression constante. 

44. 

J^ous examinerons maintenant le cas d^un corps solide place dans an 
fluide, et soumis a une pression constante sur toute sa surface. Si Ton 
prend pour origine des coordonnees, un point quelconque de ce corps, 
que nous considerons comme fixe, toutes les autres molecules se mou- 
vront vers ce point d'une qüantile proportionnelle a la distance r qui les 
en separe; nommant U Tespace decrit dans le sens du rayon vecteur, et 
c une constante quelconque, nous aurons U=cry et u = cx, e=zcy, 
IT = CJ5; on en conclot immediatement: 

J1C" = 0, r' = 0, Z"=5^C, JC' = 0, r^bAC, Z' = 0, X==bAc, y=o, Z=0, 
Les Forces tangentielies etant nulles, les axes sont paralleles aux pressions 
principales, et Celles -ci etant toutes egales, on en conclut que la pression 
est constante pour tous les points et que pour cbaque point eile reste la 
möme, quelle que seit la direction que Ton considere; Tetat d^un corps 
solide dans ce cas ne differe pas de celui d^une masse fluide soumise ä la 
mSme pression. Si on represente la pression par P, on aura bAC = P, 

d'ou c = -^-7- . La dilatation cubique = ir- + ^ + ^ devient alors 

L OilJ ^ dx dy dz 

--J ; on peut donc determiner la compressibilite cubique de tous les corps 

solides pour lesquels la quantite A est connue. 

On trouve ainsi, pour diverses substances, les resultats inseres dans 
la table suivante, (calculee d'apres les valeurs de A du paragraphe 43.): 

Substances Compressibilite cubique pourune pression de 

1 kil. par mm.c. ou de 100 atmosphöres. 

Fer forge nriirir. 

fonle ^^^^, 

etain y^, 

plofnb • ^h^^ 

Crelie*B Joarnal d. M. YII. Bd. 4. Hft. 49 
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Q1 1 . Compressibilitö cubique pour une pression de 

öuosiances ^ ^jj ^^^ ^^ ^ ^^ ^^ ^^^ atmosphfires. 

laiton :fj»^^, 

melal des canons ttW^ 

marbre blanc ttW^ 

ch6ne t^^ 

sapin rouge ^l^. 

On sait que Mr. Perkins a mesure la compressibilite de feau aa 
moyen de Texperience suivante: Ayant place ane cloche de verre remplie 
d'eau sur du mercure, il mit le tout dans une presse hydraulique, et porta 
la pression jusqu'ä 2000 atmospheres; le mercure monta dans rinterienr 
de la clocbe jusqu'ä une bauteur qu'il determina a Taide d'un flotteur place 
a la surface du mercure, et que le metal liquide poussait devant lui; lors- 
qu^on fit cesser la pression, Teau passa par une Ouvertüre menagee dans 
le flotteur, qui resta en place, retenu par le frpttement exerce sur les parois 
de la clocbe. Mr. Perkins trouva, en negligeant la diminution de vo- 
lume eprouvee par la matiere dont ta cloche etoit composee, que Teau s'etoit 
comprimee de yU par la pression exercee de 2000 atmospheres; se resul- 
tat correspond a une compression de ^^j^ pour 100 atmospheres de pression. 
En comparant ce dernier resultat aux nombres de la table prece- 
dente, on voit que la compressibilite des corps solides est a peu pres de 
Tordre de celle des liquides ^ et que par consequent Texperience de Mr. 
Perkins doit ötre corrigee par ta connoissance que Ton peut avoir de la 
compressibilite de la matiere qui renfermoit Teau soumise a fexperience; 
supposons que cette derniere compressibilite soit dy que d' soit la compres- 
sibilite du liquide, observee en negligeant d, il est aise de voir que la ve- 
ritable compressibilite du liquide aura pour expression: l^' + d){i—^)^ oa 
simplement ((?' + (?). 

Or on evalue Talongement du verre, sous une traction de 1 kilogr. 
par 171171. c. a 0,00011; ce qui donne pour A le nombre 8600, et pour 
la compressibilite du verre 77)^7^^ sous une pression de 1 kil. par mm. c; 
Mr. Perkins ayant trouve ^^jf pour la compressibilite de Teau, ce resul- 
tat corrige est effectivement [^iTy+vüW] ou ^^jj. 

Gas d'uD cylindre creux ind^fini. 

45. 
Nous allons examiner maintenant le cas d'un cylindre creux, ä 
base circulaire, termine pas deux couvercles, et soumis, interieurement et 
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exterieurement ä des pressions difFerentes^ mais constantes chacune sur 
toute Tetendue des surfaces sur lesquelles alles agissent. Si la distance 
qui separe les deux convercles est infiniment grande, et que Ton considere 
des points du cylindre intermediaires, et places a des distances infinies de 
chacune des extremites, les tractions qui r^sulteront, dans le sens des ar£- 
tes du cylindre, des pressions exercees sur les deux bases se distribueront 
egalement sur toute Tepaisseur. On voit ainsi que chaque molecule se 
mouvra dans un plan meridien, d'une quantite dont la projection sur le 
plan d^une section transversale du cylindre sera fonction de sa distance a 
Taxe, et dont la projection sur cet axe sera le produit d^une quantite con- 
stante, par sa distance a un plan fixe perpendiculaire aux arötes. 

Si Ton prend ce plan pour celui de xy, et Taxe du cylindre pour 
celui des z, qu'on nomine V Tespace decrit par chaque molecule dans le 
sens du rayon, V sera seulement fonction de la distance r a Taxe du 
point que Ton considere. Cela pose, c representant une constante indeter- 
minee, nous aurons, en conservant les notations adoptees: 

r' = ip'' + y% n = V^^ f> = K-^, tt? = CÄ, 
On deduit de la 

dx'^dy' "^ r ' dr ' öx' + öy« "" r ' dr ' 

D^apres cela, des trois equations d'equilibre (§. 8.) la troisieme se 
trouve immediatement salisfaite, les deux premieres donnent toutes les deux: 

On en deduit: 5 

Q = 2a + c et f> = ar-\ — . 

r 

a et 6 etant deux constantes arbitraires, et par suite: 

X t/ 

u = aa?+fe.-3, V = ay + fe.^, w = cz. 

VeiaX des pressions, en chaque point du cylindre, est alors donn6 
par les equations suivantes: 

X" = 0, X' = -A^ X == A(Aa+c-2b.^) 

Y" = 0, F' = ^(4a + c+^^^^), Y = -A^ 

Z" = A{2a + 3c), Z' = 0, Z ='0; 

il reste ä determiner les constantes a, b, c. 

49» 
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46. 
Designons par R le rayon de la surface Interieure du cylindre, et 
par P la pression sur Tunite de surface, exercee par le fluide quMl con- 
tient; par R le rayon de la surface exterieure^ et par P la pression du 
fluide environnant. Pour y = et r=^x = Ry on doit avoir JC = — P, 
et pour y = et r = a; = /i', X=—P\ Si de plus on suppose, qu'il 
n'y ait pas d'autres pressions exercees sur les bases, que Celles qui resul- 
tent des fluides Interieurs et exterieurs, le produit de la force coustante Z" 
par la surface annulaire, qui sert de base aux parois du cylindre creux, 
devra ötre egal a la resultante de ces pressions. On determinera donc les 
constantes a, b, c par les trois equations: 

-P = ^(4a + c-|5), -F = ^(4a + c-|^); 

R'P-R'P' = A{2a+Zc){R"-W)', 

d'oü Ton tire: 

PR'-FR'* . „,„„ P-P 
a = c = a 4/p,» — OTT? = n ti ^ 



Si Ton substitue ces valeurs de a, b, c dans u, r>, to, 6, V; X", T', Z"; 
X, Y, Z'; X, Y, Z; on aura les resoltats suivans qui contiennent la So- 
lution complette de la question que nous nous sommes proposee: 

_ PR* — FR" P-P R*R'*x 



V = 



ÖA(H"-R') ^2A(R'*-R') r' ' 
PR'—P'R'^ P-P R*R'*y 



,. _ PR*—PR" P-P R*R" 

5il(Ä"-Ä')''"^2A(ß"-Ä') r ' 

_ PR*-PR'* /a _ 3 ffi'-ffi" . 

"' ~ ÖA(R"—R*)'^' ~ ^' A(R"-Ry 

X" - n X' - - ^J- fi'fi"(f-f) Y _ PR'-PR" R^R'* (P-P'Xx'—y*) 
V"-0 y. _ Pfi'-f fl" , fl'-fl" (P-P'Xx'-y') y 2xy R'R'\P-P} 

Z = R*^ — R^ 1^=0, Z == 0. 

Si dans Texpression de Y on fait y = et a? = r, on aura Texpres- 
sion de la force qui tend a dechirer le cylindre suivant un element situe 

dans un plan meridien; eile devient: pya^p« "I ^Cfv^ — R^ '^ ^'^ 

Ja multiplie par cfr^ et qu'on Tintegre entre les limites R et R', on aura, 
en prenant le double de Tintegrale obtenue, la force totale qui tend a rom- 
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pre le cylindre suivant un m^me plan meridien, estimee sur une portion 
de la hauteur^ egale a Tunite de longueur; on trouve ainsi poar cette force 
totale, 2(PÄ— P'ß'); ce resultat est egal ä celui que Ton obtiendrait, en 
cherchant directement d'apres des principes connus d'hydrostatique, la force 
qui tend ä briser an -tube soumis, interieurement et exterieurement, ä des 
pressions differentes. 

La force Y^ correspondante ä j^ = 0, et aT = r^ etant, comme on 

vient de le voir, egale a wt__Di — I — yä^'— fi'/ "^ variable, .et di- 

minue depuis la paroi mterieure, ou eile se redoit a — ^^ w*-.r* ' 

josqu'a la paroi exterieure, oü eile n'est plus que r'^^r^ '^ ®* ^^ 

est ä remarquer qu'ä ces deux limites, T difFere de P—F. 

On suppose ici, pour fixer les idees, que la pression interieure P est 

beaucoup plus gründe que la pression exterieure P\ en sorte que les quan- 

tites {P—P')^ [PR^'-P'R!^) sont positives; on conservera la roöme hypo- 

these dans ce qui va suivre. 

47. 

Tout etant semblable lorsqu'on change de plan meridien, il suffit 

d^etudier la loi suivant laquelle varient les pressions dans un quelconque 

des plans meridiens; nous choisirons le plan des zx; y etant nul; on 

trouve alors, qu'il ne reste plus que les forces normales Z"^ Y^ X, et 

que les forces tangentielles X\ Y'; X^ Z; Y, Z sont nulles; c*est-a- 

dire que les pressions ou tractions principales sont: 

a^^a — parallelement a Taxe des ä ou aux arötes du cylindre, 

PR^—FR'^ R^R'^(P—P') 

— R'^^R^ — ' — t^of«_ D<N 1 perpendiculairement au plan meridien, 

,_ ^a — I- — Y»,a__^2 N^? flöns le sens du rayon r, ou de laxe des x. 

Cette derniere quantite est negative pour toute valeur de r<CB!;, 
nous aurons donc autour d'un point quelconque, place sur Taxe des x a 
une distance r de faxe du cylindre, des tractions et des pressions; leurs 
valeurs numeriques et leur directions seront donnees par les rayons vec- 
teurs de Tellipsoide, represente par requation: 

, IT . »^' ^ 1 



f PR'-FW R'W\P-F) \^^ / PR*-FW' R 'R'\P'P'W ' (PR^-FWW 
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Pour toutes les directions comprises entre Taxe des x\ et la surface coni- 
que^ representee par requation 

on aura des pressions; hors de cette surface ce seront des traclions; le 
passage de Tun des etats a Tautre se fera sur la surface conique eile mörae. 
Le plan sur lequel agit une pression ou une traction quelconque, represen- 
tee par un rayon vecteur de rellipsoide, sera parallele au plan, tangent 
passant par Tintersection du rayon vecteur, prolonge s'il est necessaire, 
avec Tun des hyperboloides representes par requation que Ton obtient en 
egalant a +1 le premier membre de la derniere equation. 

La traction maxima est representee, en grandeur et en direction, par 
le grand axe de Tellipsoide parallele a Taxe des y^ en sorte que le cylin- 
dre creux propose tend a se rompre ou ä s'ouvrir, suivant un plan meridien. 

48. 

Si Ton suit le precepte donne par les meilleurs constructeurs 
qui recommandent de ne faire jamais supporter anx materiaux que 
Ton emploie, un effort qui excede la limite de Telasticite de cbacun 
d'eux, le rayon exterieur R' devra ötre determine de maniere a ce que 

— ^^ — jyi%__Ti% 9 ou la plus forte des tractions maxima, ne depasse 

jamais cette limite. On sait que cette limite est environ de 14 kilogram- 

mes par mm.c. pour le fer forge, de 10 kil. pour la fönte, de 6 kil. pour 

le metal des canons, et de 4 kil. pour le laiton. Soit a sa valeur pour 

une substance quelconque, on posera: 

P{R^'\'W^)-2FW^ _ 

d'oü 

?L ^ M P + ^ ^ 
R K \2p'-p + a/' 

Si j9 = 2]9'-f^^ cette expressioii devient infinie; eile serait imagi- 
naire si Ton avait )9>2)9'+a; d'oü resulte ce fait important: quelle que 
soit la matiere qui compose un cylindre creux, lorsque la pression Inte- 
rieure, diminuee du double de la pression exterieure sur Tunite de sur- 
face, sera egale ou superieure au plus grand effort que Ton peut faire 
supporter, sans alteration permanente, ä une tige de la mdme matiere 
ayant une section egale a Tunite de surface, il sera impossible de satis- 
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faire a la condition enoncee plus haut; et quelle que soit Tepaisseur du 
cylindre^ ses parties interieures eprouveront une alteration permanente. 

La pression atmospberique est d^environ 0,01 kil. par miliimetre 
carre; §i donc on nomroe n le nombre d'atmospheres exprimant la pres- 
sion qu^on ne peut depasser dans un cylindre de fer forge, sans produire 
une alteration permanente, on aura: n. 0,01 —0,02 = 14, d'oü «=1402. 
La limite que Ton ne peut depasser est donc de 1402 atmospheres, dans 
un cylindre de fer forge; on trouve de möme que cette limite est de 1002 
atmospheres pour la fönte, de 402 pour un cylindre de laiton, et de 602 
atmospheres pour le metal des canons. Pour des pressions inferieures aux 
limites que nous venons dassigner, mais qui en differeroient peu, on seroit 
oblige d'adopter des epaisseurs enormes, inadmissibles dans la pratique, si 
Ton Youlait eviter les alterations permanentes. 

Mr. Perkins, dans les experiences dont les journaux ont rendu 
compte, sur la compressibilite des liquides, a pousse la pression dans Tin- 
terieur d^un cylindre metallique jusqu^a 2000 atmospheres. Ce fait n'est 
pas une objection au resultat que nous venons d'annoncer; il est possible 
que si Texperience eut ete prolonge pendant un Intervalle de tems süffi- 
sant, le cylindre se füt brise, ou qu'il füt arrive quelque chose d'analogue 
ä ce qui se passe, quand on suspend a une tige de fer, un poids qui de- 
passe 14 kilogr. par miliimetre. 

L'alteration des bouches a feu, apres quelque t^ms de Service, ou 
lorsqu^on. leur fait subir des epreuves trop fortes, est due sans doute a ia 
mäme cause. II suffit pour cela que la pression developpee par Texplo- 
sion de' la poudre approche de 602 atmospheres. 

Remarquons toute fois que Texperience qui a servi a determiner 
la limite a, consistait dans la Suspension d'un poids a une tige, du metal 
que Ton voulait eprouver, et que cette tige n'eprouvait lateralement d'au- 
tre pression que celle de Tatmosphere. Or dans le cas que nous conside- 
rons, un prisme d^un millim. carre de section, place dans Tinterieur de Pen- 
veloppe cylindrique, pres de la paroi Interieure, et perpendiculairement au 

plan mendien, eprouve bien une traction egale a — ^^ — w^L-r'^ ' 

mais independamment de cette force, il est presse, dans le sens du rayon, 
par une force egale a P^ et dans le sens de Taröte du cylindre, il est tire 

par une force egale ä cf8_pa i or il est possible que la plus grande 
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traction, a laquelle on puisse soumettre one tige, dans le sens de la Ion- 
gueur, Sans alterations permanente, varie avec les pressions laterales aux- 
quelles la tige pourroit ötre exposee. C'est une question sur laquelle 
Texperience n'a pas prononce jusqu'ici. 

49. 
On suppose dans la pratique, que la force qui s'oppose ä la rup- 
ture, est distribuee uniformement sur tous les points de Tepaisseur du 
cylindre; en parlant de cette bypothese, et en negligeant Taction que peut 
avoir la pression qui a Heu dans le sens du rayon, et la traction qui s^exerce 
dans le sens des arätes, on calcule la grandeur du rayon exterieur aa 
moyen de la formule: 

a{R-R) = PR^FR, d'oü Ton tire ^ = ^±^; 

ce resultat differe essentiellement de la formule deduite de notre theorie, 

" I"- "' X = iij^^y 

II est a remarquer pourtant que lorsqu^on emploie des cyiindres 
metalliques, et que Ton ne considere pas des pressions voisines de celles 
qui donnent 2/?'+^— ]9 = 0, ces deux formules conduisent a peu pres 
au möme resuitat: si, par exemple, on cherche le rapport du diametre 
exterieur au diametre Interieur, pour le cylindre d^une presse bydraulique 
en fönte, dans lequel la pression doit ötre portee -a 100 atmospberes, notre 

formule donne -^ = 1,104, la formule ordinaire donne -^ = 1,099. En 

general cette derniere donne des epaisseurs toujours plus petites, et la dif- 
ference des resultats donnes par les deux formules est d^autant plus grande, 
que Ton considere des pressions plus considerables. 

50. 

Nous terminerons cet article par une application numerique, pour 
donner une idee des avantages qui resultent pour la pratique de notre analyse. 

Soit propose de determiner ce qui se passe dans Tepaisseur d*ün 
cylindre creux indefini de fer forge, dont le diamötre Interieur est de 8 
decimetres et le diametre exterieur de 8,4 decim.; on suppose que la sur- 
face exterieure est soumise a la pression atmospherique et que la pression 
interieure est de 10 atmospberes. 

En prenant 10 metres pour la bauteur d'eau qui fait equilibre ä la 
pression atmospberique, on trouve que cette pression exerce, sur un roil- 
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limetre carre de sorface, le möme eifort qu'un poids de 0,01 kilogrammes. 
Si Ton prend, d'apres cela, le millimetre pour unite de longueur et le kilo- 
gramme pour unite de poids, od aura: 

Ä = 400, ß'=420, )9 = 0,1, /?' = 0,01; 
rappelons en outre que le coefficient A, calcule pour le fer forge est egal 
a 8000 kilogrammes. * 

Les formules du paragraphe 46. donnent alors: 

X" = 0, P' = 0, Z" = 0,8677; r= -309800^, F = 0,8677 + 154900^^=^'; Z' = 0; 
X = 0,8877-154900^-=^, Y = -309800^, Z = 0; 1/ = 0,00002169r+^; 

u = 0,00002169aj + 9,6-^, v = 0,00002169y + 9,64-, ^ = 0,00002169ä. 

On trouve ainsi que la force qui tend a rompre le cylindre, ou a 
Touvrir suivant un plan meridien, diminue depuis la paroi interieure oü 
eile est de 1,83 kil. par mtn.c. jusqu'a la paroi exterienre, oü eile n^est 
plus que de 1,74 kil.; le fer pouvant porter, sans alteration permanente, 
jusqu^a 14 kil., on voit que le cylindre a une force 7 a 8 fois plus con- 
siderable qu'il ne seroit rigoureusement necessaire. 

Si dans Texpression de U on fait r = 400, on trouve : 17= 0,033 mm. ; 
si on y fait r = 420, on trouve 17=0,032 mm,; on voit ainsi que le cercle 
Interieur se dilate plus que le cercle exterieur, et que la difference des 
dilatations de leurs rayons est de 0,001 mm. 

Gas d'un cylindre soumis k une torsion. 

51. 
Imaginons maintenant le cas oü dans un cylindre que nous suppo- 
serons plein et indefini, chaque molecule, sans sortir d'un plan perpendi- 
culaire a Taxe, et sans changer de distance r a cet axe, decrivait un arc 
de cercle proportionnel ä r^ et a la distance z qui la separe d'un plan per- 
pendiculaire aux arötes du. cylindre, et suppose fixe. Si, independamment 
de ce premier mouvement, chaque molecule se rapproche de Torigine des 
coordonnees, prise au point d'intersection de Taxe du cylindre et du plan 
fixe, d'une quantite proportionnelle a la distance qui la separe de cette 
origine, Tensembie de ces mouvemens sera exprime par les formules 

en prenant le plan fixe pour plan des xy, et Taxe du cylindre pour axe 
des &; w ei a elant des constantes indeterminees. 

Crelle's Journal d. M. VII. Bd. 4. Hft. 50 
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Les valeurs precedentes de u, v, w^ verifient immediatement les 
equatioDS d'equilibre (§. 8.)? et on trouve, pour les composanles des pres- 
sions qui agissent sur trois plans paralleles aux plans coordonnes et pas- 
sant par un point qoelconque, les formules suivantes: 

- r' = Awx, r = -bAa, y = 0, 
Z" = -5Aa, Z' = Awx, Z = --Awy. 

Sans entrer dans de plus grands details, il est aise de voir que 
pour j^ = 0, Z = 0, et que consequemment la Force qui agit sur un ele- 
ment plan tangent au cylindre, est normale a la surTace cylindrique, et 
egale a —5 -4a. La resultante des forces —Atvy et Atvxj est egale ä 
Afvr^ et agit perpendiculairement au plan meridien, correspondant au point 
que Ton considere. 

II resulte evidemraent de la que le cas que nous considerons, est 

celui d^un cylindre droit, a base circulaire, plonge dans un fluide soomis 

a une pression constante, et dans lequel chaque point des bases sup^rienre 

et inferieure, est sollicite par une force de torsion proportionnelle ä la 

distance de Taxe; cette force agit en chaque point, perpendiculairement au 

rayon r^ et parallelement aux bases, eile a sur chacune d^elles une direc— 

tion opposee; nous demontrerons plus tard que c^est le cas d'un cylindre 

indefini, soumis a des forces de torsion quelconques, appliquees a des points 

tres eloignes du cylindre, relativement a ceux qui sont dans le voisinage 

de Torigine des coordonnees. 

52. 

Le moment de la force de traction s^obtiendra en effectuant dans 
toute Tetendüe de la base, la double Integration A//wr^drd^; on trou- 
vera, en designant par M ce moment et par R le rayon exterieur du cy- 
lindre: — 2 — = My d'ou «^ = --j — ßT" Si Ton suppose de plus que la 

pression du fluide exterieur au cylindre ne seit autre que la pression atmo- 

spherique P, on aura egalement: 

P 
p =^ bAa^ d'oü a = -^ • 

Les constantes tr et a elant ainsi connues, nous trouvons, en les 
substituant dans les formules de Tarticle precedent, les resultals suivans: 
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2Mx 2My P 

nR*' nR''^'' bÄ 



Z--^-P Z'-^^ Z- ^^y 10- ^i 



On trouvera Tangle de torsion en prenanl la valeur de — qui cor- 
respond a jf = 0, ou celle de — qui correspond a rr = 0, on troave ainsi 

pour soD expression — j»« ; ce qui apprend que pour une mdme force 

Tangle de torsion est proportionnel a la longueur du cylindre et en raison 
inverse de la quatrieme puissance du rayon; resultat conforme a l'ex- 
perience. 

Si donc on determine pour plusieurs substances Tangle de torsion 
qui correspond ä une longueur connue, et a une force de torsion aussi 
determinee, on pourra en deduire, pour cbacune d^elles, la valeur du cogf- 

ficient A. Si Ton prend les valeurs de -^ donnees, dans la physique de 

Mr. Biet, pour le fer et le laiton, et tirees des experiences de Cou- 
lomb sur la torsion, on trouve: 

A = 7493, pour le fer, 

A = 2248, pour le laiton. 
Des experiences, sur la traction des corps dans le sens de leur longueur, 
nous ont donne d'autres valeurs pour A, qu'il est important de comparer 
ä Celles -ci: nous avons trouve: 

A = 8000, pour le fer, 

A = 2510, pour le laiton; 
ces nombres different, le premier de jV""; Tautre de ^* environ de ceux 
que nous venons de deduire de la torsion; cette difference est asses petile 
pour ne pouvoir dtre attribuee qu^aux erreurs inseparables des experien- 
ces faites jusquMci sur la traction des corps dans le sens de leur longueur, 
et nous croyons voir dans la coincidence approcbee de deux resultats, de- 
duits d'experiences d'un genre si different, Tune des preuves les plus frap- 
pantes de Texactitude de notre theorie. 

La precision qu'on peut apporter aux experiences sur la torsion 
des corps, nous les fönt regarder comme le moyen le plus exact qu'on 
puisse employer pour la determiuation de ^^ et il serait ä desirer, que 
des recherches, entreprises dans ce but, permissent de trouver de valeurs 
plus certaines de cet element important de la resistance des corps solides. 

50» 
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53. 
Fassons a la recberche des pressions oa tensions principales. Elles 
sont egales aux trois racines de requation (30.) du paragraphe 32., qoi, 
dans le cas dont il s^agit, devient: 

r + 3Pr + [3F-(||y(a.^+y')]^+p[p'-(|^)V+y')] = 0. 
Si on pose x^+y^ = r^y cette equation peot s'^crire sous la forme 

(|+P,(l4P+|«.)(5+P_|»,) = 0-, 

les trois pressions principales sont ainsi: 

Si Ton subslitue les valeurs de £ et C dans les equations du para- 
graphe 32., on trouve: 

^-t^J^ = et £1-»:+^'^ = 

X y xy X y xy 

pour les equations des plans sur lesquels agissent les pressions principales 
B et C; il est aise de Toir que ces deux plans sont perpendiculaires en- 
tr'eux, que leur ligne dMntersection rencontre Taxe du cylindre, et est 
parallele au plan des xy , et que leur inclinaison sur le plan des xy est 
la mdroe et egale a 45"; quant a la pression A eile agira sur un plan 
perpendiculaire aux plans dont les equations precedent et dans le sans 
de leur intersection. 

La connaissance des pressions principales, de leurs signes et de 
leurs directions, donne la loi du phenomene que nous etudions. Si od 
prend pour nouvelle origine le point que Ton considere dans rinterienr 
du cylindre, le rayon r correspondant pour axe des x^^ et pour axes 
des yx et des jb^, deux lignes, inclinees ä 45*' sur la base du cylindre, dans 
un plan perpendiculaire a la distance r, les pressions exercees sur le point 
pris pour origine seront toutes representees, en grandeur et en direction, 
par les rayons vecteurs de Tellipsolde, ayant pour equation: 

et chacune d^elles agira sur un plan parallele au plan tangent ä Tune des 
surfaces comprises dans Tequation: 

^ p, 2Mr^ 2Mr " ^'^ 

■^ nR* nR* 
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au point ou cette surface est rencontree par le rayon vecteur. Dans le 
voisinage de Taxe des z s^exerceront des tractions toutes les fois que P 

sera moindre que — »?; dans le voisinage des autres axes nous aureus au 

contraire des pressions, et le passage des tensions aux pressions se fera 
sur le cöne asymptotique ayant pour äquation: 



.a 



P 2Mr "^ 2Mr " ''• 

2Mr 

Lorsque P = — — , ou P = 0, on aura le cas traite plus haut. 

2Mr 
Lorsque -^^ sera moindre que P, les forces exercees autour du point 

considere seront toutes des pressions. 

54. 
La traction maxima etant egale a — P-j — dt^K ^^ devra faire 

ensorte dans la pratique, que sa plus grande valeur, correspondante a 
r = Ry ne depasse pas le maximum de traction, que Ton peut faire sup- 
porter a la substance que Ton se propose d^employer, sans qu'elle eprouve 
d'alteration permanente; ce maximum est de 14 kil. au mm. c. pour le fer 
forge; le plus petit diametre d'un cylindre plein de fer forge, capable de 
resister a une force de torsion dont le moment seroit M, sera donc de- 

termine par Tequation: — ^ = 14-fP; si la pression P est celle de Tat- 

mospbere, ou egale a 0,01 kil., on pourra la negliger, et Ton aura sim- 

plement —^ = 14, d'ou 3f=22/i^ C'est-ä-dire que le plus grand effort 

que Ton puisse faire supporter a une barre de fer, soumise a une torsion, 
et dont le rayon est R, n pour moment 22 /i^; le moment ötant egal au 
produit d^un poids, exprime en kilogrammes, par un bras de levier exprime 
en millimetres. Pour la fönte on aurait M=i5R^. Si Ton juge a propos 
de ne faire supporter au fer que la moitie de Teffort maximum, on tombe 
sur les formules: M=iiR^ pour le fer, M=7R^ pour la fönte, qui coin- 
cident sensiblement avec celles que donne M. Tredgold dans son ouvrage 
sur la force du fer coule. 
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Gas d^ine sphöre dont toutes les parties grayitent les unes sur les autres. 

55. 

ConsideroDs d'abord le cas d'une sphere dont tous les points s^at- 
tireroient suivant une force agissant en raison inverse du quarre de la 
distance. On sait que dans ce cas la resultante des actions exercees par 
la masse entiere, sur une moiecule quelconque, est une force unique di- 
rigee vers le centre et proportionnelle a la distance qui Ten separe. On 
Yoit qu^alors chaque moiecule devra se mouvoir vers le centre, d^une quan- 
tite qui sera fonction de cette distance seulement. 

D'apres cela, si Ton nomme U Tespace decrit par une moiecule 
dans le sens du rayon, par r sa distance au centre pris pour origine des 
coordonnees, et par C une quantite constante positive, en conservant d^ail- 
leurs les notations adoptees jusquMci, on aura: 

u^U—, v=^U^, w=U—, 

On reconnoit immediatement que u, v, iv, sont les cofe'fficiens dif- 
ferentiels par rapport ä x, y, z, d'une möme fonction /Udr^ donc on aura: 

du dv du dw dv dto v ^ rw » » i * i ••«• • 

-;r- = -T-9 -5- = ^-^ 3- = ^—- -*5 y^ Z sont egaleroent les coefGciens 

dy ox^ dz ox^ oa ay ' ^ ® 

differentiels d'une möme fonction —^Cr^. Les equations d'equilibre (§. 8.) 
se reduisent alors a: 

o öö c d.r^ n Q öö c ö.r' ^ dd c d.r' 



dx 2ä dx ^ ' dy 2A dy ' öä 2A dz ' 

d'oü 

'1 * . , k-» • /) du . de dw du ^ 2 jj 

a etant une constante arbitraire; or ö = 3— + 3- + ^- = ^-H — U; on 

dx * dy dz dr ^ r ^ 

aura donc: 

dV . 2 jj Cr, 

Si on multiplie cette equation par r^dr^ et que Ton integre ensuite, on obtient: 

TT — g f^ \ ^ f \ ^ . 

b etant une nou volle constante arbitraire; or si nous remarquons que, la 
sphere etant pleine, r = 0, ne peut pas donner U infini, nous en con- 
cluerons que la constante b doit dtre nulle; on a donc simplement 
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Pour determiner la constante a, nous supposerons, qu'ä une di- 
stance R du centre, la pression soit nulle sur toute la surface spberique; 
or la pression exercee perpendiculairement a la surface, au point oü eile 
est rencontree par Taxe des x est egale ä 

du\ M^ba . 11c 



<0+^B = <T+JI ''•>' 



on obtient, en egalant cette quantite a zero; -^- = ~'ir'T~äö? substituant 
cette valeur de a, on trouve, pour U ei les deux valeurs suivantes: 

U resulte de la que dans le cas qui nous occupe, chaque molecule 
s^approche du centre d^une quantite , qui croit en s^avauQant du centre ' a 
la surface, atteint son maximum quand r=/l)/j-^ et diminue au de la. 
Les composantes de Tespace decrit^ par rapport aux trois axes, ont pour 
expressions : 

56. 
Examinons maintenant la loi, suivant laquelle varient les pressions 
autour d'un point quelconque. Prenons pour axe des x le rayon corre- 
spondant ä ce point, nous aurons jf = 0, j5 = 0, x=^r, pour les coordon- 
neos; nous trouverons alors: 

x = — ^(fl'-O, y=o, z = o. 

Les Forces tangentielles etant nulles, nous voyons que les pressions 
principales s'exercent parallelement aux axes coordonnees; il sera donc 
facile de deduire des principes etablis ci-dessus (seconde partie de ce me- 
moire), la Variation des pressions autour du point considere. 

Appliquons les formules precedentes au cas d'une sphere solide d'un 
rayon egal a celui de la terre, cR ne sera autre cbose que le poids de 
Tunite de volume de la matiere dont la spbere est composee, nous Tappel- 

lerons c^; on aura donc c = -^, et Ton en conclura que les pressions prin- 
cipales seront: 
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— 0^(11 Ä—T-^J parallelement aux axes des s et des y. 



lld 



30 



(iJ— ^) parallelement a Taxe des x; 



la dilatation sera exprimee dans le mdme cas, par I ""/^(ö^ß— ^)J- 

On voit que ces pressions principales different d'autant moins les 
unes des autres, que r est plus petit; elles sont egales entr'elles au cen- 
tre de la sphere, et ont en ce point leur plus grande valeur, qui est egale 
au poids d^une colonne qui auroit pour hauteur les ^j^^ du rayon terreste. 

La pression exercee dans les sens du rayon, sur un element plan 
q\)i lui serait perpendiculaire , pour les points places ä une petite profondeur 

h de la surface, sera donnee par la formule: 1 — ö7r(fi— • T }J^ ou 

simplement [— j^c^AJ^ en negligeant h par rapport a R; ce resultat ap- 
prend qu'a une petite profondeur h au dessous de la surface, la pression 
exercee dans le sens de la verticale, est egale aux ^ du poids d^une co- 
lonne formee de la matiere solide, dont est composee la sphere, et qui 
auroit h pour hauteur. 

Quant aux pressions dirigees dans les plans tangens aux surfaces 
spheriques concentriques ä la sphere proposee, et exercees sur des plans dia- 
metraux, elles seront egales, pour les points voisins de la surface ä [i^c^A], 
ou au poids d'une colonne, ayant la portion de surface plane que Ton con- 
sidere, pour base, et pour hauteur les ^^^ du rayon de la sphere proposee. 
U est tres possible que des forces comparables ä cette enorme pression, ayent 
joue un röle important, dans les revolutions qui ont suivi la solidificatiou des 
premieres couches du globe que nous habitons. 

Cas d'une sphöre creuse. 
57. 
Examinons maintenant le cas d'une sphere creuse, soumise interieu- 
rement a une pression constante tendant a la faire eclater, et entouree 
d^un fluide d^une pression pareillement constante. Soient R le rayon de la 
paroi Interieure, P la pression qu'elle supporte, R' le rayon de la surface 
exterieure, et P' ia pression du fluide environnant; on peut coiiserver les 
m^mes notations que dans le cas precedent, on sera conduit aux mömes 
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calculs, mais comme nous ne sapposons plus quMl y ait une force centrale, 

on aura c = 0, et simplement: 17= — r+-j. 

*/ * 

Les pressions exercees sur tous les points de Tepaisseur de la croüte 
spherique, seront alors donnees par les formules: 

Y"=.-2Ab-^, r = ^(|.a-26.fc^'), Y = -2Ah^''y 

Z'' = X^a-26.^'), Z'=-2Ab^, Z = -2Ab^, 

Si dans la valeur de Z" on fait j5==r=ß, on devra avoirZ" = — P,- 
si Ton y fait i=^r^Ry on devra avoir Z" = — P'; on obtiendra ainsi 
deux equations de condition, d'ou Ton deduira les valeurs suivantes des con- 
stantes a et 6: 

Si Ton substitue ces valeurs dans Z'* et que Ton fasse 2=0, on ob- 
tiendra, pour felement de la force qui tend ä rompre la sphere suivant 

1 ^- '» 1 j/^5 I 26\ PR'-FR'' , 1 (P-F)R'R'* . ,, , 

un plan diametral: A\^^a+-^) = /^m_^« "^7^ (/i^'---/iO ' ^* ^^" ™"'" 

tiplie cette expression par {rdcpdr) et qu'on inlegre ensuite par rapport 
a 9^ de a 271^ et par rapport ä r de R ä R\ on obtiendra, pour la force 
totale qui tend a ouvrir la sphere suivant un plan diametral, Texpression : 
7i(PÄ' — P'jR'^), qui est effectivement egale ä celle, que Ton obtiendrait 
directement, en se fondant sur des principes connus d'bydrostatique. 

58. 
Nous etant assures par la de Texactitude de nos resultats, nous sub- 
stituerons a a et 6 les valeurs que nous venons de determiner, et nous ob- 
tiendrons les formules suivantes: 

(P-F)R'R' 3xa (P-F')R*W* 3xy 

■" 2(Ä"-Ä') ' r* ' 2(Ä'*-Ä') ' r* ' 

_ PR^'-PR" {P—F)R^K* 3a?'— r' 
■" Ä'* — Ä* 2(Ä'»— Ä') ' r' ' 

(P—F)R'W' 3ix ^ PR'-FR'' (P—F)R'R'' 3y*— g' 

— 2(Ä" — Ä*) ' r* ' Ä'^-Ä' 2 («'• + «') * r* ' 

_ (P-P'^R'R" 3xy 
— 2(Ä'* — Ä') * r* ' 

Crelle*8 JoarDai d. M. VII. Bd. 4. Hft. 51 
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PR^^pfW* (P-F)R'R" 3g' -a' (P— PQÄ'Ä^' 3gy 

^ - Ä'»-Ä* 2(Ä''~Ä») • r* ' 2(Ä'*-Ä») ' r* ' 

■" 2(Ä'»-Ä*) ' r* ' 

PR^'-PW^ (P—f]r*R'' 1 PR'^FR" 

On supposera dans la discussion qui va suivre que la pression In- 
terieure P soit beaucoup plus grande que celle du fluide environnant F^ 
ensorte que [PR^—P'R'^] soit positif. Dans cette Hypothese qui est con- 
stant sera aussi positif; Tenveloppe spherique se diiatera donc, et cela ega- 
lement dans toute son etendue. 

Pour etudier la Variation des pressions autour d'un point quelcon- 
que de Tenveloppe proposee, on peut, en vertu de la Symmetrie des don- 
neos, supposer que ce point est situe sur Taxe des x^ et quMl a conse- 
quemment pour coordonnees x^r^ y = 0^ ^ = 0; pour ce point les for- 
ces tangentielles X"^ T'; X , Z'; Y^ Z sont nulles, et les pressions prin- 
cipales sont: 

Les deux tractions B et C etant egales et positives, on doit en con- 
clure que tous les eiTorts diriges dans le plan tangent ä la sphere de ra- 
yon r^ sont des tractions toutes egales entr'elles, et agissant toutes norma- 
lement a des plans diametraux de la sphere proposee. A au contraire, 

1 t PÄ'(Ä"-r»)+P'Ä"Cr«-Ä«) , , 
pouvant se mettre sous la forme: ^ cr'^-Lr^^ » ^' ®^* "®~ 

gatif pour toutes les valenrs de r comprises entre jR et R'^ c'est-ä-dire 
pour tous les points de Tenveloppe spherique; A representera donc tou- 
jours une pression; eile se reduit ä — P^ si r = jR^ et ä — P' si r = R'^ 
ce qui devait ötre. 

Si Ton prend le point considere pour nouvelle origine, Tancien axe 
des X pour axe des x^^ et pour axe des tfi et des Zi deux droites quel- 
conques, perpendiculaires entr'elles, et situees dans le plan tangent ä la 
sphere de rayon r^ tous les efforts exerces autour du point propose, seront 
proporlionnels aux rayons vecteurs de Tellipsolde represente par Tequation: 

^ 4. y:+^r _ 1 

[(PÄ»-P'Ä'*)r»-(P-P')Ä-Ä"]' "^ [(PR''PW*)r' + ^(P-P')R^R'*y ~ (Ä'»-.Ä»)V' 

et chacun d^eux agira sur un plan parallele au plan tangent a Tune des 
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surfaces representees par requation: 



au point oü cette surface sera rencontree par le rayon vecteur corres- 
pondant. 

Dans le voisinage de Taxe des x^ ces efforts seront des pressions; 
dans le voisinage des deux autres axes ce seront des tractions; le passage, 
de Tun ä Tautre de ces etals, se fera par les rayons vecteurs de Tellip- 
soide, situes sur le cöne asymptotique, represente par requation: 

< , y\+^\ 

lesquels representeront de simples efforts tangentiels, exerces sur des plans 
tangens a ce cöne. 

59. 
La traction principale B o\x C sera d'aulant plus grande que r 
sera plus petit; sa valeur maxima aura donc lieu pour r=A^ et aura 

pour expression: Rf^^ß* — ^ 2(R''—R*) ' '' ^^' important dans la pra- 
tique, que cette quantite ne surpasse pas le plus grand effort de traction 
quMl est permis de faire supporter a la substance dont Tenveloppe est com- 
posee; soit o cette limite, la plus petite valeur admissible du rapport de 
R ä R sera donnee par Tequation: 

«- Ä'»-Ä» ■*"2(Ä'»-Ä*)' aou ^, - '^•2a+3P'-P' 
Lorsque P egale ou surpasse (2o+3P^), Tequation precedente donne 
pour le rapport -^ une valeur infinie ou negative, ce qui ne sauroit ötre; 

on doit conclure de la que Tenveloppe spherique ^prouvera une alteration per- 
manente, lorsque la pression Interieure surpassera le triple de la pression 
exterieure, augmente du double de la plus grande traction que Ton peut faire 
supporter a la substance de cette enveloppe. 

Ainsi il existe pour une sphere creuse, comme pour un cylindre 

' creux, une limite que la pression Interieure ne sanrait depasser sans pro- 

duire une alteration permanente dans son enveloppe solide, qnelque grande 

que fut son epaisseur. Cette limite est environ de 2800 atmospheres pour 

le fer et de 2000 pour la fönte. 

51* 
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60. 
Dans la pratique on s^est servi jusqu'ici de la formule a{R^--R^) 

= (PÄ' — P'Ä"), d'oü ^ = ^^py , pour determiner le plus petit rap- 

port des rayons Interieur et exterieur, d^une sphere creuse capable de 
supporter une pression Interieure donnee. Cette formule dliFere essentiel- 
leraent de celle que nous avons etablie plus haut; mais 11 est ä remar- 
quer que quand la pression P est beaucoup plus petite que la llmite 
(20 + 37^); ces deux formules donnent sensiblement le möme resultat: 
si, par exemple, Tenveloppe spberique est en fönte, et la pression Inte- 
rieure de 100 atm., le fluide environnant etant Tair atraospherique, notre 

formule donne ^ = 1,0495, et la formule ordinaire 1,0485; elles indi- 

quent toutes deux que Tepaisseur doit ^tre ä peu pres le ^V ^^ rayon 
Interieur. En general la formule ordinaire conduit ä des resultats tou- 
jours plus petits que ceux donnes par la formule deduite de notre theorie, 
et qui en dliferent d'autant plus que la pression Interieure est plus con- 
siderable. 



Quatridme section. Gas generaux. 

Gas d'un plan ind^fini. 
61. 

Nous considererons le cas d'un espace solide, termine par un plan 
indefini, ä la surface duquel seroient appliquees des tensions ou des pres- 
sions normales variant suivant une loi donnee, coutinue ou discontinue 
d'un point a Tautre de ce plan. Ghaque molecule de cet espace solide se 
sera eloigne d^une certaine quantite de la position qu'elle occupait dans 
le cas de Thomogeneite. II s'agit de determiner les lois qui regissent ce 
changement de position, et les pressions interieures qu'il fait naltre. On 
suppose qu^aucune force acceleratrice etrangere n'agisse sur les parties 
interieures de cet espace. 

On prendra le plan qui limite Tespace propose pour plan coor- 
donne des xy^ et Taxe des ^ dans rinterieur de Tespace solide. En con- 
servant les notations adoptees dans la premiere partie de ce memoire, 
les projections u, v, w^ de Tespace decrit par chaque molecule, devront 
satisfaire aux equations differentielles : 
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d, OQ la dilatation variable des differens points de l'espace propose etant 
donne par la formule: 

2. ö = 1^+1^+1?, 

öa? cy c» ' 

et devant, en vertu des equations (l.)? satisfaire a requation differentielle : 

II resulte eviderament des equations (1. et 3.) que les fouctions 
Uy Vy w devrODt tontes satisfaire a requation aux differentielles partielles: 

^- ö"? + öp + d^' ■" "' 

dans laquelle on suppose que (p represente u, ou v^ ou tr. L'inlegrale 
generale de cette equation peut ötre composee d'une somme infinie de termes 
de la forme: 

Icosp (x — u} cos qiy—y) ou 
cosp[x-,.)^nq{y-v) ou 
8in;?(a:— /i)cos^(y — y) ou 
sin;?(a:— iU)8in qiy — v)^ 

les constantes arbitraires A, B, C, D^ p, q^ fi^ v, variant d'une nianiere 
qnelconque d'un terme a Taulre. 

Les fonctions u, v, w seront donc en general composes de termes 
de la forme (5.); mais dans le cas qui nous occupe, Tinfluence des pres- 
sions exercees sur le plan des xy, devant diminuer et non augmenter a 
mesure qu'on s'en eloigne, Thypothese z =• oo devra annuler tons les ter- 
mes de Uy f>y Wy et non les rendre infinis; les coefficiens C et Z) de Tex- 
pression (5.) doivent donc Stre nuls, et les fonctions u, v, to seront de 
la forme: 

on represente ici pour simplifier: }/(;?' + ^^) par r^ et cos;?(a?— ^), cos^(y — y)^ 

sin;?(aj— /i), smq^y—v)^ par c„ Cy, «^, Sy; les valeurs de t> et tr s'ob- 

tiendront au moyen de la valeur de Uy en changeant Taccent 1 des con- 
stantes en 2 et 3. 
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II s'agit mainteDant de tronver les relations qui doiveat exister entre 
les 24 constantes contenues dans les trois termes de u^ v^ w, correspon- 
dans aux mömes valeurs de p et q. 

62. 
D'abord ii faut que les equations (1., 2. et 3.) soient satisfaites, ce 
qui donne les 12 equations suivantes: 

-tir-eip' + nhpq + hp-kjpr = 0, —f2r + nhqp'-e2ff+1hq—giqr = 0, 

-'fzr'-kipr'-g2qr-f^r+ei r" = 0, 
-hr-gip"— k2pq+fhp-f>hpr = 0, -A^r- hqp-g^q^ —f^q+e^qr = 0, 
y / — A3^-"«»i/>r +C2^r-Ä3r+gr3 r' = 0, 

— hr — ktp^- g^pq-fiP+e^pr^ 0, — /jr- gipq — k^q^—fhq—fn^qr = 0, 

— lyr + Cipr —nhqr—hr+h r^ = 0, 

— fiir-iiiif^+ e^pq—hip + g^pr = 0, ~»2*'+ «2 ?f — »»2^'-45' + *2 5'r = 0, 

—fhr + gipr + *2 jrr-iiar+ma r' = 0, 

et comnie consequences les quatre equations: 

g ^-hq+fhq-f^r = 0, n^p-fiq-h^r = 0, 
f-A;^+»2^— ^3^ = 0, —Kp—hq-n^r = 0. 

Les composantes X'^ Y\ Z" de la tension exercee sur un element 
plan parallele au plan des xy ^ etant, comrae on Ta demonire dans la pre- 
miere partie de ce memoire: 

il faudra, en vertu des donnees de la question proposee, qae pour j5 = 0. 
X" et Y' soient nuUes, et que Z" se reduise a une fonction de la forme 

10. Z" = Y'jjjJ^^f^9^)^^^PiP'^'^t^)^^^9^y^^)^P^f^^9^^9 

toutes les integrations ayant pour limites —00 et +^; Pi^^tf) ^^^^t 
fonction continue ou discontinue qui exprime la loi des tensions donnc 
sur le plan des xy, 

Si donc on suppose que le 2 des valeurs generales de u, v 
soient chacun remplace par une integrale quadruple, et si Ton represente 

Fy Telement [(0— )-7-^('^^^)^P^'^^9^^J' ^^ ™^® ®°^^® '®^ 24 constf 
contenues dans les termes de u, v, w correspondans, les 12 autres equal 
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ih^—gir+nnp = 0, Aj— g^jr-ea^ = 0, nhp — e^q — ^lh — ^gir = 0, 
* fi-hr-e^p = 0, k-h^r^-n^q = 0, -e^p+nhq+^k-^hr = 0, 
«1— iWir— 5^3^ = 0, »2— «ijr— *3^ = O9 — fl'if — *2?+3«3— Smjr = 0. 
Lee 24. equations (7. et 11.) donnent par des eliminations succes- 
sives les valeurs suivantes des inconnues, qii'elles renfernient: 

«i = A = fl'i = Ai = 0; *=:^^^ '^ = '""fr^' III, = », = 0; 
12. (e2 = A = 0; g,=.^F; h^^—^F; k^ == l^ == m^ ^ th =- 0; 
63 = -- 4^F, f^ = --\F; 3^3 = A3 = &3 = (i = W3 = «3 = 0. 

63. 
Les valeurs de t<^ 1?^ tr seront donc, dans le cas particulier, dont 
il s^agit ici: 

^ ^ (.2^) -j JXu^''^^^ 

On en deduira pour ia dilatalion 0, Texpression: 

pour J5 = 0, cette valeur de la dilatation devient 

^^- ^ - ""2J"- 
On en conclnt ce theoreme remarquable : 

Lorsqu'en un point de la surface plane d^un corps solide assez etendu, 
on exerce une traclion ou une pression normale, la partie du corps voi- 
sine de la surface en ce point se dilate ou se condense d'une quantite egale 
ä la pression exercee, rapportee a Tunite de surface, divisee par le dou- 
ble du coefficient A que nous avons donne le moyen de calculer prece- 
demment. 

Par exemple, un poin9on ayant 1 millimetre carre de surface plane 
a sa base, et etant presse normalement ä une surface plane de fer par 
un poids de 10 kilogram mes, determinera dans les parties voisines du point 
presse une compression cubique de ^^ ou de ^ de leur volume primitlf. 
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Sur une masse de bois de ebene la compression correspondante seroit d^en* 
viron ^% si loutefois cetle pression n'alteroit pas la surface d'une maniere 
permanente. 

Les valears de u^ e, to, etant connues, on en deduira facilement 
les composantes des pressions exereees dans Tinteriear de Tespace propose, 
sur des elemens-plans paralleles aux plans coordonnes, et par suite celles 
exereees dans toutes les directions autour d'un point quelconque. U suffira 
pour cela de faire nsage des formales et de tbeoremes etablis dans la pre- 
miere et la seconde partie de ce memoire. 

64. 

On verifiera aisement que pour a = 0, JC" = 0, Y" = 0, Z*' ^F[x,y), 

Nous nous abstiendrons de pousser plus loin la discussion du cas 
que nous sommes propose. Les valeurs numeriques des formules, qni 
expriment la loi generale du pbenomene que nous avions a etudier, se 
trouveront dans cbaque cas particulier au moyen des valeurs d'une classe 
dMntegrales definies, sur lesquels les geometres se sont exerces depuis long- 
tems, et qui sont maintenant generalement connues. 

En suivant la mSme marche, on representeroit par des formules 
analogues aux prec^dentes, le cas oü les tensions donnees seroient obliques 
sur le plan indefini qui liroite Tespace propose, quelle que fut la loi de 
cette obliquile; il suffirait pour cela de modifier convenablement les equa- 
tions (11.) 9 ®n y introduisent les formes des fonctions, continues ou discon- 
tinues qui lieraient entr'elles les trois composantes de toutes les tensions 
donnees. 

Cas de deux plans paralleles. 

65. 

Imaginons un espace solide limite par deux plans paralleles, auxque 
seraient appliqnees des pressions ou des tensions normales, variant suivr 
des lois donnees, continues ou discontinues, et proposons nous de trouver 
formules qui expriment Tequilibre de cet espace solide. Nous supposc 
comme dans le cas precedent, qn^aucune force acceleratrice etranf 
n'agisse sur les molecules interieures: conservons les notations precec 
tes et cbercbons des fonctions u^ v, w qni satisfassent aux equations 
et qui remplissent les conditions propos6es. 

On prendra pour plan des xy un plan parallele aux deux 
^onnes, et parlageant en deux parties egales la distance qui les sf 
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distance que nous designerons par 2 a, II est aise de prevoir, d'apres la 
composition des formules definitives du cas precedent que les valeurs de 
n^ Vy w seront de la forme : 

on represente ici pour abreger, ^ ? 2 ^^^ ? ©t ^; ]^{p +g ) 

par r; et cosp(x—u)^ cos qiy—v)^ sinp(a: — ,a), s\nq(y — v) par c^, c^, 
8^, Sy; toutes les integrations ont pour limites ±^. 

L'expressioti de la dilatation deduite de ces formules sera: 

^^- ^ =(Y^y^yyyyb^p+^*i+^^^ 

car les termes multiplies par z devront disparaltre, pour que puisse sa- 
tisfaire a requation (3.), ce qui exigera que Ton ait, entre les indeterminees 
contenues dans les expressions (17.) les deux equations: 

19. fip+f^q + h^r = 0, fhp + Ihg+f^r =- 0, 
si Ton substitue les valeurs (17. et 18.) dans la troisieme des equations 
(l.)} il faudra, pour qu'elle soit identiquement satisfaite, que Ton ait les 
deux equations: 

20. 2Ä3 + gfir+gf2^+e3r = 0, 2f3 + eip + e2q+gjr = 0, 
qui permettent d'ecrire ainsi la valeur de d: 

^^' ^ = Q^y^yyyy^-^^^^^ 

Si Ton substitue ensuite les valeurs (17. et 21.) dans les deux pre- 
mieres des equations (1.), elles exigeront, pour ^tre satisfaites que Ton 
ait les quatre relations: 

22. Kr+f,p = 0, f,r+lhp==0, h,r+f,q^O, /^r + Aa? = 0, 
dont les equations (19.) ne sont que des consequences. 

Soient F{xyy) et f{x^y) les fonctions representant les tensions nor- 
males donnees sur les deux plans paralleles, dont les equations sont j5 = a, 
Ä = — a, les expressions (9.) devront donner: 

23 p' = 0, y" = 0, Z" = F{x,y) pour z = +a, 
) X' = 0, r' = 0, Z" = f{x, y) pour ä = -a. 
Pour que les valeurs (17.) de u^ v^ to satisfassent ä ces conditions, il fau- 
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25. 



26. 



dra que Ton ait entre les iDdelerminees qu'elles contiennenl, les six equations: 
lßir+fi-e,p+aihir-f3p)]A+[eir+h,-g3p+a{/'ir-h3p)]B = 0, 
-[9ir+fi-e3p + aik,r-fip)]A+[eir+hi-g3p-\-a!/ir-h3p)]B = 0, 
24. i [£lir+f2—e3q+a{hr>r-f3q)]A+[eir+hi—g3q+a(fjr-h3q)]B = 0^ 
-l£2r+fj-e3q+a{/hr—f3q)]A+[e2r^hi-g3q+a{fjr-h3q)]B = 0, 
i2g3r+f3 + 2h3ra) A + C^e3r+h3+2fira)B = F, 
-i2g3r+f3-2h3ra) A + {2e3r+h3-2f3ra)B = f; 
F et f represenlani , pour abreger , F(//, v) , fi/ii, v), et A et B les valeurs 

de ^ et de ^ correspondantes ä z — a on ^ ©* — -^ • 

Les 12 equations (20. 22. et 24.) donneront, par des eliminations 
SQCcessives, les valeurs suivantes des indeterminees qu'elles contiennent: 
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66. 

D'apres cela, les valeurs de u^ v, w, qui correspondent au cas que 
nous traitons, seront: 
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Ces formales, et les applications qu'oti pourroit en faire, se simpli- 
fient singuliereraent, en representant par cp la fonction: 



^-\2nJ A^*J^*J W\B-ar' 4 



l^ Ai F+f 



g^m I -Ä/1-' ^ — — — — M^\ "^^ — "" ^ AB -\' ar 4 






+ 
en effet, Tinspection des equations (26.) demontre que i'on a: 

en sorfe qu'il suffira d^effectuer, dans chaque cas particulier, • les integra- 
tions necessaires pour determiner la fonction (p\ les equations (28.) per- 
mettront ensuite de determiner, par de simples differentiations, les for- 
mules (26.), et par suite les pressions interieures de Tespace propose. 

Les formules precedentes, pour ötre obtenues en series numeriques 
et immedialement applicables, exigent la connaissance des valeurs d^un genre 
particulier d'integrales definies, dont il ne nous parait pas que les geome- 
tres se soient encore occupes. Nous avons fait a ce sujet un travail que 
nous nous proposons de publier incessarament. 

Cas g^n^ral du cylindre ind^fini. 

67. 
Nous nous proposons de traiter ici le cas general d'un cylindre so- 
lide, inddfini, a base circulaire, creux ou plein, et dont les parois, Interieure 
et exterieure, seraient soumises a des pressions quelconques. II est alors 
preferable de substitüer aux coordonnees orthogonales x^ y^ z les trois coor- 
donnees semi-polaires suivantes: 

1) la distance r d'un point M quelconque a Taxe du cylindre propose; 

2) Tangle ^, que le rayon vecteur r du point M fait avec un plan 
meridien de Convention; 

3) et enfin la distance z qui separe ce point M d'un plan donne per- 
pendiculaire ä Taxe. 

Au lieu des projections u^ v^ w sur les axes des Xy y^ z de Tele- 
ment lineaire qui separe la molecule M de la position qu'elle occuperait 
dans le cas de Thomogeneite, on considerera de preference les projections 
Ü, Vy W de ce mdme element, la premiere sur le rayon vecteur r^ la 

52* 
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seconde sur la tangente a Tarc rtf^ enfin la troisieme sar faxe m^me da 
cylindre. 

U^ Vy W seront des fonctions de r, <^ et j5, qui devront salisfaire 
a trois equations diiTerenfielles analogaes aux equations (1.) de la premiere 
partie de ce memoire; on deduit ces trois nouvelles equations de ces equa- 
tions (1.) elles mömes, en employant des formules de Iransformation qne 
Ton trouve facilement, et qu'il serait Irop long de detailier ici; on obtient 
ainsi les equations differentielles suivantes: 

Q _ö_/^öf/ P 1 dV QW\ 1 d_n du V dV\ d (du dW\ gcosy _^ 
^'<9Aör+r"^r'dg)"^öa/"^r*Ö9Vr*ög) r dr)'^dz\dz dr J'^ A "" ^' 
jo 1^ ^(^x^xJl SV dW\ 5/1 dU__V^_dV\ d_(dV_\_ dW\ g8iny _^ 

'^ öAör^r ^r ör/)^ Öä/ r d(p\dz rd(p^ r drV^dz dr ^J^ A ^' 

On suppose ici que la seule force accelerafrice, qui agisse conjointement 
avec les pressions exercees sur les surfaces du corps, pour troubler son 
homogeneite, soit constante et ait la m^me direction dans toute Tetendue 
du cylindre. On suppose en outre, ce qui est permis, que le plan meri- 
dien correspondant ä 97 = 0, est parallele ä la direction de cette Force ac- 
celeratrice ; enfin on represente par G + H les composantes de cette force 
suivant Taxe du cylindre, et suivant la perpendiculaire ä cet axe, situee 
dans le plan meridien correspondant a 97 = 0. 

68. 

Les formules de transformation, dont nous avons parle, donnent les 
resultats suivans, lorsqu'on substitue les valeurs qu^elles fournissent dans 
les diverses equations demontrees dans la premiere partie: 

La dilatation est donnee par la formule: 

dr r r dq> dz ' 

et Tequation differentielle, ä laquelle cette fonction nouvelle de r^ (p e\ z 
doit satisfaire est: 

Si on cherche la pression exercee en un point quelconque M du 
Corps solide, sur un element plan w situe sur la surface cylindrique de 
rayon r, concentrique au cylindre propose, et que RitD, ^1^9 Z^fD re- 
presentent les projections de cette pression, sur le prolongement du rayon 
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vectear r^ sur la tangeote a Tarc rcp^ et enfin sur Taxe du cylindre, od trouve: 

On obtient pareillement poar les coraposantes Rt, 4»^^ Z^ de la pression, 
exercee aa mdme point M sur le plan meridien correspondant, et rapporte 
a Tiinile de sorface: 

enfin les composantes A3, ^»3, Z3 de la pression exercee au mdme point 
M sur Telement plan perpendiculaire ä Taxe du cylindre propose: 

6. R. = A(^ + f\ *3 = ^(^-|^ + |^), 

^ \ör * r r dq> dz y 

Nous designerons quelquefois ces differentes composantes par les 
leltres N^ = R,, N^ = *2, A's = Z3; Ti = Z^ = *3, T^ = Z» = /Ij, 
T3 = iR^ = 01 . Lorsque les fonctions 17, T ', VF de r, y^ j5 seront deter- 
minees d'apres les circonstances donnees^ les equations (4. 5. 6.) feront 
connaftre. en chaque point, les forces normales et tangentielles A"^. N^^ N^; 
Ti, Tj? ^3, exercees sur trois eleroens plans perpendiculaires entr'eux; 
on pourra ensuite, au moyen des formules et des theoremes demontres 
dans la seconde partie de ce memoire, etudier les circonstances que peu* 
vent presenter les pressions exercees, dans toute espece de direction, et 
autour de chaque point du cylindre propose. 

69. 
Procedons maintenant a Tintegration generale des equations diiFe* 
rentielles (1.). Introduisons , pour simplifier cette recherche« les quafre 

fonctions suivantes: 

. ^ dU ^ U \ dV ^ dW . i du V dV 
dr r r dq> da r dtp r dr 

dz dr ^ "^ öa r dtp'* 

elles devront satisfaire aux quatre equations diiFerentielles : 
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* ÖS r ' 5a r' dr A ' ös r öy r ör 

Les trois premieres ne sont autres que les equations (1.) et la qaatrieme 
s'obüent en eliminant U, V, W entre les quatre equations (7.)' 

Ces diverses equations conduisent par des eliminations cuccessives ä 

a'<? 1 dd_ }_ d^d d'd f. 

dr^'^r' dr "^r' * dqt* "^ dz* ~ ' 

^' \dr'^r dr^r* öy' ^ öa» ' 

'ö'ir l dW , l d*W , d'W , „5Ö , G ^ 

equations qui peuvent dlre substituees aux equations (1.)^ commes plns 
faciles ä integrer. 

Lorsque les valeurs g^nerales de 6, §, W auront ete determinees par 
Tintregration des equations (9.), les equations (8.) donneront 

a^ 2!ip,_/(3.f^-|l)a,, 

et Ton determinera les fonctions de r ei (p, quMl faut ajouter ä ces inte- 
grales, par la condition que les equations (8.) soient satisfaites. 

Lorsque les valeurs generales de ^ et de i2 seront ainsi determi- 
nees, les equations (7.) donneront: 

et Ton determinera les fonctions de r et 9^ qu'il faut ajouter a ces inte- 
grales par la condition que les quatre equations (7.) soient satisfaites. 

70. 
La recherche des valeurs generales des U, V^ W se trouve ainsi 
ramenee a Tinlegration des equations (9.). 

Dans le but dMntegrer la premiere des equations (9.), seit pose dans 
cette equation: 

12. d = Rcospzcosqq), 
R etant simplement fonction de r, q une constante arbitraire, et q un nom- 
bre entier quelconque, afin que 6 conserve la mSme valeur, lorsqu^on y 
change (p en (p + 27t\ cette Substitution conduit ä 
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.„ d*R ,1 dR fq^ , Ad a 

AiDsi Texpression (12.) pourra Stre un terme de la valeur generale de 0, 
si la fonction R satisfait ä requation differentielle (13.). 

Od parvient a integrer requation (13.) par des procedes analognes 
ä ceux que Mr. Fourrier a developpe dans son ouvrage sur la theorie 
analytique de la chaleur, en traitant le cas du cylindre. On verifie d'ail- 
leurs aisement que requation (13.) est satisfaite par Tintegrale definie: 

14. Ä = »t = /''(eP"^^°"+e~'*"'^*)cos^aöa, 

•/ o 

lorsque q est un nombre enUer pair, et par: 

15. Ä = » = /''(e^-*°«-c-'^'^°«)sin9aßa, 

lorsque q est impair; Texpression (14.) etant nulle pour q irapair, et Tex- 
pression (15.) lorsque q est pair. Ainsi Tune ou Tantre des integrales 
definies (14.) ou (15.) donne une integrale particuliere de Tequation (13.). 

Pour trouver son integrale generale, seit pose dans cette equaUon 
R = Smy s etant une nouvelle fonction de r inconnue; cette Substitution 

conduit a requation : m ^-y + (^ • -^ + ^) ^ = , qui multipliee par mr, 

et integree deux fois, donne: 

J rmr 

LMntegrale generale de Tequation (13.), lorsque q est un nombre en- 
tier, peut donc se mettre sous la forme: 

16. ß=(«+5/^)«., 

a et 6 etant deux constantes arbitraires^ et m Tune ou Tautre des ex- 
pressions (14. et 15.). 

Lorsque 9 = 0, Tintegrale generale de Tequation (13.) est encore 
donnee par la formule (16.), dans laquelle on doit prendre: 

m = /*''(e^»*'*«+e~'^'*°")öa. 

Lorsque ]9 = 0, cette integrale change de forme, et Ton doit prendre: 

17. R^af'^-br'^. 
71. 
On coraposera les valeurs de et de ^ d'une somme de termes 
semblables ä Texpression (12.)) respectivement multiplies par des fonctions 
arbitraires et diiferentes de p, ^^ p^ v. 
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LMntegrale W de la derniere des equations (3.)^ dans laquelle le 
terme 2-5— doit dtre regarde comme cpnnu, se composera: 

1) d'une Serie de termes qui feront disparaitre chacun un terme de la 
fonction 2 3-. 

2) d'un terrae —0-^^ destine ä faire disparaitre le terme — dans Te- 

quatioD proposee, 

3) et enfin d'une integrale generale semblable ä Tintegrale de 6 ou de |. Un 
terme quelconque de la premiere partie de cette integrale sera de la forme: 

18. W = — -^ s\n p :& cos q(p; 

il est aise de s'assurer en eifet que les expressions (12. et 18.)) substi- 
tuees dans la troisieme des equations (9.) 9 s'y detruiront mutuellement, 
lorsque R satisfera ä Tequation (13.). 

Les valeurs de t/, V, W se deduiront ensuite des Celles de ö, | 
et Wy en suivant la marche indiquee precederoment. Enfin il n'y aura 
plus que des diiferentiations tres simples a faire subir aux valeurs integrales 
de U^ Vy W^ pour avoir les expressions generales des composantes (4. 5. 6.). 

Soient q et q' les rayons des snrfaces, exterienre et Interieure, du 
corps cylindrique propose; soient aussi Fi, Fj, F3; /i, /i, /ä, des fonctions 
continues ou discontinues en (p et z^ representant les composantes de la pres- 
sion, variable et connue, exercee en un point quelconque de la surface exte- 
rienre ou interieure de ce corps; les fonctions (4.) Äi, *i, Zj devront donner: 

jy jÄi = Fi, *i=^F2, Z, = F3, pour r = p', 

Les valeurs generales de A^, ^i, Z^, calculees comme il vient d'Mre 
indique, ne seront plus, lorsqu'on y fera r = (> ou r = Q\ que des series 
trigonometriques en is et ^; la determination des constantes arbitraires en 
nombre infini que contiennent les integrales generales des equations (1.^ 
et qui se retrouvent dans les equations (19.), sera donc ramene ä la re- 
cherche du moyen de representer des fonctions discontinues de deux varia- 
bles par des series trigonometriques, probleme dont les geometres connais- 
sent maintenant la Solution complete. 

On peut donc traiter ainsi, generalement, et sans difficulte nouvelle, 
le cas d'un cylindre creux, indefini, soumis a des pressions agissant d'une 
maniere quelconque sur ses parois. 



k 
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72. 

ImaginoDS un cylindre plein de rayon ^, soumis ä des forces de 
torsion dirigees tangentiellement aux cercles de la surface, ou elles varient 
d'ane maniere quelconque d'un cercle a l'autre, suivant une fonction donnee 
F{!&) de la hauteur z, mais sont constantes sur un möme cercle; supposons 
en oulre que les forces G et H soient nulles, et que le cylindre ne soit 
soumis a aucune iraction longitudinale. 

La methode generale que dous venons d'exposer, donne pour ce 
cas paticulier: 

0^0, 1^=0, F=^ I I j' l cosp{,i-'Z)dpd^, W^O, 



20. 



2 



m"— « 



iV, = 0, ^, = 0, ^3=0, T,=^ Tf^ Fifi)cosp{fi-»)8p8fi_ 



^m'FC/i) 



T,=0, T,=^ / / I smp{^-i)dpdfi. 

p 

Dans ces formnles: »»=/y (e'^'^"+e~'^'*"")ßa; m', m" sont les deux pre- 

miers coe'fficiens differentiels de cette fonction der; enfin My M!y ilf' sont les 
valeurs de m^ ni^ ni\ lorsque r=(i. 

73. 

Supposons, par exemple, que les forces de torsion exterieures soient 
dirigees dans un sens au dessus du plan js = 0, et dans rautre sens au 
dessous de ce mdme plan, mais de maniere que Ton ait F(— js) = -~F(js); 
supposons aussi que cette fonction soit, nulle de )5 = a z = h—yy con- 
stante et egale ä r de j5 = ä— y a j» = A+y^ et nulle de » = *+/ ä ä = oo. 

Les formules (20.) deviennent dans cette hypothese: 

<?=0, 1^=0, F=?^r^*i W «npABinpysinp. . ^^^^ 



21. 



T2=0, T,= — I ^ — sin^Asinp^'cosfsdp. 

On v^rifiera aisement qoe l'^xpression Tj pour r=-q se redait ä 
Ty lorsque s est compris entre h-\-y et A— ;', et qu'elle est nulle pour tonte 

antre valenr de a; c'est ce qui resulte de rintegrale/^" "np^MnpyB'np'g^^ 
dont la discontinuite est connue. 
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33. 

Anzeigen und Nachrichten von Büchern. 

Anzeige. 

1. Während wir die Anzahl der algebraischen und geometrischen Lehrbücher mit 
jedem Jahre zunehmen sehn, und durch diese Erscheinung berechtigt werden, auf einen 
yerhältnifsmäfsig eifrigen Betrieb jener Studien in den deutschen Unterrichts-Anstalten 
zu schliefsen, finden wir die reine Arithmetik im Allgemeinen zurückgesetzt. Der 
Unterricht beschäftigt sich mehr mit der Algebra, welche, weil sie ohne Unterschied 
mit rationalen und irrationalen Zahlen operirt, allgemeiner und umfassender als die 
auf rationale Zahlen beschränkte Arithmetik zu sein scheint; und mit der analyti- 
schen Geometrie, welche nur ein weites Feld der Anwendung algebraischer Methoden 
ist. — Ohne den hohen Werth dieser Zweige der Mathematik im Geringsten zu verken- 
nen, kann man doch behaupten, dafs der Unterricht, auf dieselben beschränkt, in der 
Mathematik gröfstentheils nur eine Rechenkunst, einen Inbegriff von Methoden, durch 
welche gewisse Zahlenwerthe gefunden werden, erblicken läfst. Indem die Wissenschaft 
auf diese Weise fast ausschliefslicb eine Methode oder Form wird, geht der bestimmte In- 
halt mehr oder weniger verloren; der Unterricht, welcher die wesentlichen Unterschiede 
verwischt, die in der Natur der Zahl liegen, mag an Leichtigkeit gewinnen; aber diese 
Leichtigkeit steht mit einem nachtheiligen Formalismus in Verbindung und ersetzt nicht 
den Verlust an innerem Gehalte, und die Armuth, welche dessen Begleiter sind. 

Eine Wissenschaft kann niemals etwas anders sein, als die durchgeführte Ent- 
wickeluug des ihr zu Grunde liegenden Begriffs. Dieser Begriff ist für die Algebra 
die Zahl. Statt also die Unterschiede der Zahl zu verwischen, statt sich auf eine 
Methodik zu beschränken, in welcher alles Individuelle ausgelöscht erscheint, mufs 
die Algebra jene Unterschiede vielmehr aufsuchen und hervorheben, wofern sie ihren 
Gegenstand wissenschaftlich umfassen soll. — Sie mag immerhin das ausführen, was 
der Zahl überhaupt und allgemein eigen ist, aber sie darf auch das nicht vergessen, 
was aufser der Gröfse selbst, die Zahl characterisirt und weitere Unterscheidungen 
in derselben begründet. 

Unstreitig ist es daher auch nicht sehr wissenschaftlich, die Zahlenlehre, welche 
vorzugsweise jenen eben angedeuteten speziellen Theil der Algebra ausmacht, bei dem 
Studium der Mathematik, als einen isolirten und entbehrlichen Theil dieser Wissen- 
schaft bei Seite zu setzen. Zugegeben, dafs man ohne Kenntnifs der Arithmetik in 
andern mathematischen Disciplinen Gutes leisten könne: so ist es nur bewiesen, 
dafs man, für gewisse Zwecke der Wissenschaft, die Arithmetik entbehren könne; 
aber im Allgemeinen ist dieser Zweig, wie jeder andre, ein nothwendiges Glied der 
Wissenschaft, welche niemals ohne Nachtheil für das Ganze ignorirt bleibt. 

Der Grund, aus welchem die häufig Statt findende Zurücksetzung der reinen 
Zahlenlehre im Unterrichte hervorgeht, liegt unstreitig weniger in dem Verkennen der 
oben geäufserten, gar nicht neuen Bemerkungen, als in der sehr vorherrschenden Rich- 
tung auf die angewandte Mathematik, für welche die Arithmetik, unmittelbar keine 
Hülfsmittel darbietet. Aber die Mathematik nimmt eine selbstständige Würde in An- 
spruch und es mufs der wesentliche Zweck des Unterricht49 sein, das Bewufstsein dieser 
Würde zu erwecken, und ihre Anerkennung durch die Wissenschaft selbst zu begründen. 

Dieser Zweck wird aber nur durch die Strenge erreicht, welche den eigenthüm- 
lichen und auszeichnenden Charakter der mathematischen Wissenschaft ausmacht. 
Und wie steht es um diese Strenge bei dem Unterricht in der Algebra, wenn man 
die ersten Grundsätze, die Fundamente, auf welchen alle algebraische Operationen ru- 
hen, häufig nur empirisch aufnimmt, indem man den Inhalt wie den Geist der reinen 
Arithmetik vernachlässigt? Wenn man sich z. B. begnügt, zu behaupten, dafs die 
Ordnung der Factoren für das Product gleichgültig sei; dafs jede ganze Zahl sich nur 
auf eine Weise in Primzahlen zerlegen lasse, und diese und ähnliche arithmetische 
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Sätze ohne Beweis K^st, deren Wichtigkeit die Alten anerkannten, während dieselben 
jetzt beim Unterrichte gewöhnlich nur angedeutet werden. 

Wenn nun schon nach dieser Seite die ersten Gründe der Arithmetik zugleich die 
unentbehrlichen Grundlagen für eine strenge Darstellung der Algebra überhaupt enthalten, 
so bietet auch in ihrem weiteren Fortgange die Arithmetik das interessanteste Beispiel der 
Strenge dar, durch welche diese Wissenschaft nach Inhalt und Form ein Ganzes ausmacht, 
dessen logische Vollendung jeden empfänglichen Sinn aufs lebhafteste ansprechen mufs. 

Aus diesen Gründen scheint es sehr wünschenswerth, dafs die Eenntnifs der 
Arithmetik unter denjenigen, welche sich mit der Mathematik beschäftigen, um diese Wis- 
senschaft zu Studiren, mehr Eingang finde. Unter den Hindernissen, welche der Ver- 
breitung der Arithmetik im Wege stehn, ist eine der wichtigsten unstreitig der Mangel eines 
dem Yorauszusetzenden Standpuncte des Unterrichts angemessenen Lehrbuchs. 

Die hierher gehörigen Arbeiten von Euler, Lagrange, Gaufs, Legendre 
u. a. liegen theils in einzelnen Abhandlungen zerstreut, theils zwar in gröfseren Wer- 
ken gesammelt, deren Umfang und Reichthum jedoch für den Anfänger in diesen Stu- 
dien gewöhnlich zu grofs sein dürfte. Selbst dem Schulmanne, welcher sich dem ma- 
thematischen Unterricht mit Liebe widmet, steht nicht häufig eine Bibliothek und die 
Zeit zu den Studien zu Gebote, welche erfordert werden, um von den yorhandenen 
Schätzen für den Unterricht den möglichen Gebrauch zu machen. 

Daher schien es mir nützlich, ein Lehrbuch der reinen Arithmetik auszuarbei- 
ten, welches die wichtigsten Resultate dieser so interessanten Wissenschaft darlegte, 
und bis zu einer gewissen Grenze im Stande wäre, den Mangel gröfserer Werke und 
einzelner Abhandlungen zu ersetzen. Ich ho£fe, besonders Schulmännern einen Dienst 
zu erweisen, welche, die Wichtigkeit dieses Zweiges für den Unterricht anerkennend, ge- 
neigt sein würden, mehr oder weniger davon Gebrauch zu machen, sobald ihnen durch 
ein Handbuch eine nützliche Erleichterung dargeboten würde. 

Das anzukündigende Buch soll keineswegs die gesammte Arithmetik darstellen; 
sondern es wird sich vielmehr auf eine gewisse Classe von Untersuchungen beschrän- 
ken, welche als die Elemente der Arithmetik anzusehen sind, und daher den ersten 
Anspruch auf eine allgemeinere Verbreitung haben. Eine kurze Anzeige des Inhalts 
wird dies bestimmter nachweisen. 

In der Einleitung befindet sich die Erklärung der allgemeinsten Begriffe der 
Arithmetik; also der Begriffe von den Primzahlen, relativen Primzahlen, der Congruenz, 
dem Modul (nach Gaufs), u. s. w., nebst einigen hierher gehörigen Sätzen. 

Im ersten Abschnitte folgt die Theorie der Congruenzen des ersten Grades, 
nebst der Lehre von den Eettenbrüchen, so weit sie zur Auflösung derselben nützlich ist. 

Der zweite Abschnitt handelt von den Resten der Potenzen im Allgemeinen, 
der dritte von den quadratischen Resten insbesondere. In beiden wird nur der Fall 
betrachtet, wenn der Modul eine Primzahl ist. Im dritten wird das Theorem der 
Reciprocität nach Gaufs bewiesen. 

Der vierte Abschnitt enthält eine Verallgemeinerung des Vorigen in Bezug auf 
zusammengesetzte Modulen. 

Im fünften Abschnitt folgt die Auflösung der unbestimmten quadratischen Glei- 
chungen in rationalen Zahlen. 

Die folgenden Abschnitte enthalten die Theorie der quadratischen Formen. 

Im sechsten Abschnitt wird der Begriff und die Eintheilung durch die Determi- 
nante, so wie die Eigenschaft der Aequivalenz und die Reduction dieser Formen erklärt. 

Der siebente Abschnitt beschäftigt sich mit den Formen von negativer Determinante. 

Der achte Abschnitt enthält eine weitere Ausftihrung der Theorie der Eetten- 
brüche. von welcher im neunten Abschnitt Anwendung auf die Lehre von den qua- 
dratischen Formen mit positiver nicht quadratischer Determinante gemacht wird. 

Der zehnte Abschnitt enthält die Beziehungen zwischen den quadratischen und 
linearen Formen der Primzahlen, aus deren Vergleichung bekanntlich sehr interessante 
Lehrsätze hervorgehn. Ein Anhang handelt von dem Gebrauch dieser Sätze für die Auf- 
lösung verschiedener Probleme, so wie von einigen einzelnen Lehrsätzen, z. B. der Zer- 
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leguDg einer Zahl in 4 Quadrate, welche im Zusammenhange mit weiteren Theorien 
durchzuftthren allzu weitläufig und dem Zwecke des Buches nicht angemessen schien. 

Es bleibt mir nur zu wünschen, dafs die Auswahl der Gegenstände nicht für 
anglücklich erachtet werde, und derjenige Grad der Vollständigkeit erreicht sein möge, 
welchen der Zweck erheischt. 

Das Werk, welches unter dem Titel: Anfangsgründe der reinen Zahlenlehre, 
bald erscheinen wird, soll ohngefähr 10 bis 12 Druckbogen betragen. 

Im Juli 1831. Dr. Ferd. Minding, 

Privatdocent an der Universität zu Berlin. 

Nachricht. 

2. Grundrifs der analytischen Sphärik von C. Gudermann. Cöln, 
1830. Bei Dumont-Schauberg. 8. 164 S, mit 6 Figurentafeln. 

Diese Schrift des Herrn Verfassers der „Theorie der Potenzial- oder cyklisch- 
hyperbolischen Functionen" und mehrerer andern Abhandlungen im gegenwärtigen Jour- 
nal, ist der analytischen Untersuchung yon Figuren auf der Eugelfläche gewidmet, 
und zwar werden die Untersuchungen yermittelst sphärischer oder Bogen-Coordinaten 
theils aus einem Puncte, theils in den Axen, angestellt, vorzüglich yermittelst der letz- 
ten, die die Bogen- Abstände der Durchschnitte der durch die Cardinal-Puncte und die 
zu bestimmenden Puncte gezogenen Bogen mit den Axen vom Anfangs- Puncte der 
Coordinaten sind. Diese Art yon Coordinaten erleichtern meistens die Untersuchun- 
gen sehr und vereinfachen den Ausdruck ihrer Resultate, weil mehr die Tangenten 
als die Sinus und Cosinus der Bogen in Rechnung kommen. Es werden merkwürdige 
Analogieen zwischen den Resultaten für die Figuren auf der Eugelfläche und für die 
gleichnamigen in der Ebene gefunden. 

Die Untersuchungen beginnen mit den, den einfachsten Fällen für Coordinaten in der 
Ebene analogen Gegenständen. Es kommen z. B. zuerst die sphärisch-geraden Linien 
vor, welche gröfste Kreise sind, die Perpendikel auf dieselben, die Sphärisch-Geraden, 
welche durch zwei gegebene Puncte gehen, diejenigen welche auf zwei andern senk- 
recht stehen, welche gegebene Winkel auf bestimmte Weise theilen, die Scheitellinien 
im Dreieck u. s. w. Hierauf folgt die Veränderung der Coordinaten auf eine einfache 
Weise. Sodann folgen allgemeine Untersuchungen der Curven auf der Kugelfläche, nach 
gegebenen Gleichungen zwischen den sphärischen Axen-Coordiuaten. Ferner wird die 
Berührung in den verschiedenen Ordnungen, die Krümmung, die Evolution, die Recti- 
fication und Quadratur abgehandelt, wobei interessante allgemeine Sätze vorkommen. 
Hierauf wird die spärische Cycloide- und Kettenlinie insbesondere untersucht, wobei 
der Herr Verfasser auch einige Anwendungen von seiner Theorie der Potenzial-Functio- 
nen macht. Ein folgender Abschnitt beschäftigt sich mit den sphärischen Linien zweiter 
Ordnung, oder den sogenannten Kegelschnitten auf der Kugel insbesondere. Die Recti- 
fication und Quadratur führt hier auf die elliptischen Integrale, wie sich erwarten liefs, 
weil diese Intregrale zu den sphärischen Dreiecken in einer ähnlichen Beziehung stehen, 
wie die Kreisfunctionen zu den ebenen Dreiecken. Hierauf folgen noch interessante 
Sätze von der centrischen Theilung der sphärisch-geraden Linien, nebst einigen Nach- 
trägen. Einige Bemerkungen über die Anwendung des kürzlich vom Hm. Prof. Plücker 
vorgeschlagenen Coordinaten-Systems auf die Sphärik machen den Beschlufs. 

Die Schrift ist, ungeachtet ihres geringen Umfanges, sehr reichhaltig, und mit Ein- 
sicht und Gewandtheit im geometrischen Calcul verfafst. Ihr Gegenstand ist unstreitig 
von grofsem Interesse, nicht allein theoretisch für die analytische Geometrie, sondern 
auch für die mancherlei Anwendungen der Sphärik, z. B. in der Astronomie, Geographie 
etc. Der Gebrauch der Axen -Coordinaten zeigt sich sehr fruchtbar und wird wahr- 
scheinlich noch ferner interessante Resultate gewähren. 

Diese neue, schöne Arbeit des seiner Wissenschaft mit so vielem Eifer ergebenen 
Verfassers verdient daher in jedem Betracht, der Aufmerksamkeit der Geometer em- 
pfohlen zu werden. 
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